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Vorrede und historische Einleitung. 

Während die Theorie der linearen Differentialgleichungen seit 
geraumer Zeit ein festgefügtes Gebäude darstellt^ das heute bereits 
eine imposante Größe besitzt, konnte bis Tor kurzem von einer eigent- 
lichen Theorie der linearen DifferenzengleichuDgen überhaupt noch 
nicht gesprochen werden, da nur einzelne, nicht zusammenhängende 
Untersuchungen über diesen Gegenstand vorhanden waren. 

Lange bekannt^) ist die Integration der homogenen linearen Diffe- 
renzengleichungen mit konstanten Koeffizienten, d. h. die Theorie der 
sogenannten rekurrenten Reihen in engerem Sinne; doch erst Lagrange 
hat sie systematisch behandelt. Dieser ermöglichte dann durch seine 
Methode der ^^Variation der Konstanten^' die Lösung der nicht homo- 
genen linearen Differenzenglei'chungen durch die Integration der zu- 
gehörigen „reduzierten" (homogenen) Gleichung und bloße Summationen 
(vgl. 3. Kap., V). Wichtige Hilfsmittel für die Berechnung des allge- 
meinen Gliedes einer rekurrenten Reihe bzw. für die Integration der 
linearen Differenzengleichungen schuf Laplace durch seine Theorie der 
erzeugenden Funktionen*), besonders aber durch die — auch bei den 
linearen Differentialgleichungen eine große Rolle spielende — nach 
ihm benannte j,LaplaceBche Transformation", durch welche die Lösung 
der linearen Differenzengleichungen (in Form bestimmter Integrale, 
aufgefaßt als Funktionen eines Parameters) auf die Integration linearer 
Differentialgleichungen zurückgeführt wird. Insbesondere die linearen 
Differenzengleichungen mit linearen Koeffizienten, die sogenannten 
y^Laplacesehen Differenzengleichungen", bei denen die zu lösende lineare 
Differentialgleichung von der ersten Ordnung ist, konnten auf diese 
Weise vollständig integriert und die Lösungen der Laj^laceschen 
Gleichungen zweiter Ordnung, wie zuerst Thomae (1869) näher aus- 
führte, durch hypergeometrische Reihen dargestellt werden. Später ist 
diese Transformation u. a. eingehend von Fincherle behandelt worden, 
der besonders auf das dualistische Prinzip hinwies, nach welchem 



1) Etwa seit 1700 (vgl. die Literaturangaben hei Atidoyer, 1., S. 69, Note 48); 
das erste bekannte Beispiel einer rekurrenten Reihe findet sich bereits bei 
Xeonardo Pisano (Fihonacci)^ Liber abaci 1228 (vgl. 7. Kap., III, A). 

2) Vgl. Andoyer, 1., S. 76. 
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lY Vorrede und historische Eialeitnng. 

die Lösung linearer DiiFerenzengleichungen auf diejenige linearer Diffe- 
rentialgleichungen und umgekehrt zurückgeführt werden kann. 

Femer existieren aus älterer Zeit zahlreiche Arbeiten teils größeren^ 
teils kleineren Umfangs über einzelne lineare Differenzengleichnngen^ 
besonders erster und zweiter Ordnung, deren Integration durch ver- 
schiedenartige formale Prozesse meist rekurrenter Natur geleistet wird; 
dabei beschränken sich aber die meisten Autoren auf positive ganz- 
zahlige Werte (bzw. auf die in der arithmetischen Reihe Xq^ Xq -f- h, 
XQ+2h, ... enthaltenen Werte) der unabhängigen Veränderlichen, 
wie es dem Standpunkte des Differenzenkalküls entspricht. Die 
Lösungen nur weniger linearer Differenzengleichungen erster und 
zweiter Ordnung wurden wirklich durch explizite analytische Aus- 
drücke dargestellt und funktionentheoretisch durchforscht; zu diesen 
gehört vor allen Dingen die einer homogenen linearen Differenzen- 
gleichung erster Ordnung genügende Gammafunktion^ die bereits von 
Euler y besonders aber von Gauß in seiner klassischen Arbeit über 
die hypergeometrische Reihe eingehend behandelt worden ist. Die 
Grammafunktion spielt in der Theorie der linearen Differenzengleichungen 
eine hervorragende Rolle (vgl. 1, Kap.^ II, C und D, sowie das 10. Kap, 
und die Schlußbetrachtung); diese Funktion, der Legendre den Namen 
^,6ammafunktion'^ gab, gehört nebst ihrer logarithmischen Ableitung, 
wie schon Gauß bemerkt, zu den interessantesten Gebilden der ganzen 
Analysis; die Literatur über sie ist inzwischen ungeheuer angewachsen 
und in dem trefflichen Handbuche von Nielsen, dem auch der Unter- 
zeichnete zahlreiche Literaturangaben und manche wertvolle An- 
regungen verdankt, erschöpfend bearbeitet worden. 

Im übrigen datieren die funktionentheoretischen Arbeiten über 
die Lösui^en linearer Differenzengleichungen erst aus neuerer Zeit: 
Weierstraß dehnt die Untersuchung der Gammafunktion auf komplexe 
Variable aus und wird durch ihre Produktdarstellung zu seiner be- 
rühmten Theorie der gauzen transzendenten Funktionen geführt. 
Guichard stellt einen später von H, Weber wiedergefundenen Integral- 
ausdruck für die „Summe^^ einer Funktion auf, aus dem sich nach 
CaiuJiysciien Prinzipien der von Plana und Abel gegebene Integral- 
ausdruck ergibt^), und beweist mittels desselben, daß die Summe 
einer ganzen transzendenten Funktion, abgesehen von einer perio- 
dischen Funktion, wieder eine ganze transzendente Funktion ist; das- 
selbe beweisen später auf andere Weise (mittels der Bemoulli&ahen . 
Funktion) Appell und Hurwitz. Diese sowie besonders Meilin und 
Barnes haben die Lösungen der linearen Differenzengleichungen erster 
Ordnung für komplexe Variable eingehend untersucht. — Holder be- 



1) Dieser wiederum führt unmittelbar zu der lange bekannten Mac Laurin- 
Euler sehen Summenformel (vgl. 1. Kap.^ II, B, Schluß). 



Vorrede und hietoriaohe Einleitang. V 

weisty daß die Gammafunktion keiner algebraischen Differentialgleichung 
genügt^ und Barnes erweitert diesen Satz auf die Lösungen beliebiger 
linearer Differenzengleichungen erster Ordnung mit algebraischen Koeffi- 
zienten; damit war gezeigt; daß bereits die linearen Differenzenglei- 
chungen erster Ordnung wesentlich neue transzendente Funktionen de- 
finieren. 

Soweit die linearen Differenzengleichungen erster Ordnung. Was 
die homogenen linearen Differenzengleichungen zweiter Ordnung an- 
betrifft, so hat bereits Boole in seinem „Treatise" Ansätze zu Reihen- 
entwickelungen ihrer Lösungen gemacht; doch fehlt fast durchweg die 
Hauptsache — der Eonvergenzbeweis. Weiter sind dann die so- 
genannten hypergeometrischen Differenzeugleichungen zweiter Ordnung, 
welche aufs engste mit der 6at«y3 sehen hypergeometrischen Reihe zu- 
sammenhängen — sind doch die Beziehungen zwischen den ^^contiguen'^ 
Funktionen nichts anderes als lineare Differenzengleichungen zweiter 
Ordnung — , wie schon erwähnt, von Thomae und später in ähnlicher 
Weise, aber nicht so ausführlich, von Webb und Barnes, am elegan- 
testen und kürzesten aber von Heymann behandelt worden; eine sehr 
sorgfältige Darstellung der Bedeutung der hypergeometrischen Reihe 
für die Integration der linearen Differenzengleichungen zweiter Ord- 
nung hat Pincherle (4*) gegeben. 

Über die linearen Differenzengleichungen höherer Ordnung mit 
variablen Koeffizienten war — abgesehen von den LaplaceBehen Glei- 
chungen — bis in die neueste Zeit in funktionentheoretischer Beziehung 
sehr wenig bekannt. Bahnbrechend ist hier eigentlich Poincare gewesen, 
der in einer größeren Abhandlung über das Verhalten der Integrale 
linearer Differentialgleichungen im Unendlichen gelegentlich diese Frage 
auch für Differenzengleichungen behandelt; und obwohl seine Dar- 
stellung mehrere Fehler enthält und die Resultate nicht ganz präzis 
sind, so habe ich mich aus dem obigen sowie aus dem weiteren 
Grunde, daß hier mit ganz wenigen Hilfsmitteln und ohne Benutzung 
anderweitiger Disziplinen durch bloße strenge Fallunterscheidung ver- 
hältnismäßig viel erreicht wird, entschlossen, dem Poincareschen Satze 
ein besonderes Kapitel (9) zu widmen^), den Beweis von den Fehlem zu 
reinigen und die Resultate durch die tiefgehenden Untersuchungen von 
Pincherle, Hörn, Fordy Perron und Nörlund zu ergänzen. Dieser Satz 
gestattet dann zwei sehr schöne Anwendungen: die approximative 
Lösung homogener linearer Differenzengleichungen von Pincherle und 
die Lösung homogener linearer Differenzengleichungen zweiter Ord- 
nung durch konvergente unendliche Kettenbrüche') von Nörlund, Eine 
direkte Fortsetzung der Poincareschen Untersuchung bilden femer 

1) Man beachte die Bemerkungen dazu am Schlüsse des Werkes. 

2) Derartige Kettenbruchentwicklungen gab bereits, doch ohne Konvergenz- 
beweis, Gauß und später allgemeiner Pincherle. 
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die asymptotiBchen Darstellungen der Lösungen homogener linearer 
Differenzengleichungen von Hörn, Galbrun und Nörlund (vgL 
10. Kap., UI). 

Inzwischen erfahr aher ein anderes Gebiet unserer Disziplin eine 
mächtige Förderung, nämlich die formale Seite der Theorie der linearen 
Differenzengleichungeu, insbesondere soweit sie sich auf die Analogien 
mit den algebraischen Gleichungen und auf die entsprechenden Ana- 
logien mit den linearen Differentialgleichungen erstreckt. Hier hat 
nach CasorcUi hauptsächlich Pincherle mit seinen Schülern Bortolotti 
und Amaldi den Grundstein gelegt und besonders im 10. Kapitel 
seines Buches über die distributiven Operationen^) gewissermaßen das 
Gerüst für den Aufbau einer solchen Theorie errichtet. Dann haben 
Heymanny Guldherg und der Unterzeichnete den Bau soweit gefördert, 
daß wenigstens dieser Teil der Theorie der linearen Differenzen- 
gleichungen jetzt ungefähr auf dem gleichen Niveau steht wie der 
entsprechende bei den linearen Differentialgleichungen: wir erwähnen 
hier namentlich die mannigfachen Determinantenbeziehungen, die Re- 
duktion und Zerlegung homogener linearer Differenzengleichungen, die 
vielfachen Lösungen, die Theorie der Adjungierten und Assoziierten, 
Multiplikatoren, Kettenbruchverfahren, Resultante, den größten ge- 
meinsamen Teiler und das kleinste Vielfache, die Iteration und Yer- 
tauschbarkeit homogener linearer Differenzenausdrücke, den Irreduk- 
tibilitätsbegriff, die Theorie der invarianten Funktionen, die Trans- 
formationstheorie und endlich die Gruppentheorie (Kap. 2 — 6). Die 
Analogien zwischen den formalen Theorien der linearen Differential- 
und Differenzengleichimgen sind so weitreichend, daß viele Partien 
direkt — natürlich cum grauo salis — von den Differentialgleichungen 
auf die Differenzengleichungen übertragen werden können; das hat 
meinen Mitarbeiter, Herrn GtUdberg, veranlaßt, einzelne Gebiete, wie 
z. B. die Gruppentheorie, die in dem Handbuche von L. Schlesinger 
sowie in dem „Traitö" von Picard für Differentialgleichungen ein- 
gehend dargestellt worden sind, ganz kurz zu behandeln, während er 
die Analogien der neueren Untersuchungen von Heffter und Loewy, 
die in dem Sctdesingeraoheu Handbuche noch nicht enthalten sind, 
ausführlicher auseinandergesetzt bzw. in Form von Aufgaben und zu 
beweisenden Sätzen wiedergegeben hat. 

Dagegen schienen der funktionentheoretischen Untersuchung der 
Lösungen einer linearen Differenzengleichung beliebiger Ordnung bzw. 
ihrer Darstellung durch analytische Ausdrücke unüberwindliche Schwie- 
rigkeiten entgegenzustehen, insbesondere der Aufstellung formell ge- 
nügender, in einem gewissen Bereiche konvergenter Reihen, ähnlich 
den Potenzreihen, durch die Cauchy für die Theorie der Differential- 



1) Pincherle (u. Amaldi)^ 9. 
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gleichungen die Grundlage geschaffen hatte. Die Überwindung dieser 
Schwierigkeiten war erst möglieh; nachdem sich die Überzeugung 
Bahn gebrochen hatte^ daß bei der Integration der linearen Differenzen- 
gleichungen nicht die Potenzreihen, sondern die bereits von Stirling 
behandelten, seitdem aber lange Zeit yemachlässigten Fakultätenreihen 
sowie auch die Partialbruchreihen die dominierende Rolle spielen. 
Durch diese Einsicht gelaug es erst in aUemeuester Zeit, nachdem 
bereits Mellin^) wertvolle Ansätze gemacht hatte, aber nicht bis zum 
Endziele gelangt war, dem jungen dänischen Astronomen Nörlund, der 
mir seine Untersuchungen brieflich mitteilte*), für gewisse Normal- 
formen von homogenen linearen Differenzengleichungen, deren Koeffi- 
zienten in einem gewissen Gebiete konvergente Fakultätenreihen sind, 
nach Cauchyschen Prinzipien mittels einer Majorantenreihe den Beweis 
der Konvergenz ihrer ebenfalls durch Fakultätenreihen dargestellten 
Lösungen zu erbringen, indem er sich dabei auf die neueren Unter- 
suchungen von Jensen, Nielsen und Landau Qber die Konvergenz der 
Fakultätenreihen stützte (vgl. 10. Kap., IV). 

In Betreff der nicht homogenen linearen Differenzengleichungen 
seien noch die Arbeiten von Heymann erwähnt, welche in vielen 
Fällen die Aufstellung eines Partikularintegrals und damit die Zurück- 
führung auf homogene Gleichungen lehren, ohne auf die Methode 
der Variation der Konstanten, die wegen der mit ihr verbundenen 
Summationen meist nur formale Bedeutung hat, zu rekurrieren 
(8. Kap,, U); dabei ergeben sich Anknüpfungspunkte mit den in 
neuester Zeit im Vordergrunde des Interesses stehenden Integral- 
gleichungen (8. Kap., II, B). 

In dem vorliegenden Buche wird nun auf Grund der oben in 
großen Zügen skizzierten wichtigsten Forschungsergebnisse zum ersten 
Male der Versuch gemacht, eine zusammenhängende Theorie der linearen 
Differenzengleichungen aufzubauen. Dabei betonen wir von vornherein 
grundsätzlich den Standpunkt, daß wir diese Theorie über das Niveau 
der rekurrenten Reihen erheben und sie an die Seite der Theorie der 
linearen Differentialgleichungen stellen wollen*): wir betrachten also 
die unabhängige Veränderliche als stetig variabel und haben deshalb 
solche Untersuchungen bevorzugt, welche diesen Standpunkt entweder 
einnehmen oder wenigstens ermöglichen. Damit hängt zusammen, daß 
die in dem allgemeinen Integral auftretenden willkürlichen „Kon- 



1) Acta Math. 9 (1887). 

2) Ein kurzer Auszug ist in' den C. R. 15. Nov. 1909 erschienen; ausfuhr- 
lichere Darstellung in der inzwischen veröffentlichten Diss. Kopenhagen 1910. 

3) Wie befruchtend übrigens das tiefere Studium der rekurrenten Reihen 
seinerseits auf die Theorie der linearen Differentialgleichungen wirkt, haben 
besonders in neuerer Zeit die Arbeiten von Pincherle, Uom und Ferron zur Ge- 
nüge bewiesen. 



Yin Yorrede und historische Einleitung« 

8tanten'' keine wirklichen Konstanten, sondern periodische Funktionen 
von der Periode 1 sind, was zuweilen zu eigentümlichen, für die 
Differenzengleichungen charakteristischen Schwierigkeiten führt, die 
bisher noch nicht genügend beachtet zu sein scheinen und die sich 
hauptsächlich daraus ergeben, daß die Wurzeln algebraischer Glei- 
chungen, deren Koeffizienten „Konstanten^' sind, nicht selber „Kon- 
stauten^' zu sein brauchen (vgl. 6. Kap., IV). Von den vorhandenen 
Lehrbüchern über Differenzenrechnung trägt wohl noch am meisten 
der „Treatise^^ von Boole unserem Standpunkt Rechnung, ein wenig 
auch bereits der noch ältere „Traite" von Lacroix, während das — im 
übrigen vortreffliche — Lehrbuch von Markoff ebenso wie das von 
Sdiwanoff sowie dessen Enzyklopädiebericht (französische Bearbeitung 
von Andoyer) vollständig auf dem Standpunkt des Interpolations- und 
Differenzenkalküls steht. 

Bei der Anordnung des Stoffes war außer dem ökonomischen 
hauptsächlich der genetische Standpunkt maßgebend, der sich schon 
daraus von selbst ergab, daß mehrere wichtige Arbeiten erst während 
der Abfassung unseres Werkes erschienen. Das vorliegende Buch 
besteht aus zwei getrennten Teilen, deren erster die grundlegenden 
Begriffe und die formalen Theorien enthält, während der zweite, 
funktionentheoretische Teil die eigentliche Integration der linearen 
Differenzengleichungen durch analytische Ausdrücke behandelt. Für 
die Aufnahme in unser Lehrbuch kamen nur solche Untersuchungen 
in Betracht, die zu endgültigen, brauchbaren Resultaten führen; ins- 
besondere für Arbeiten über unendliche Prozesse (Integraldarstellungen, 
Entwicklungen in unendliche Produkte, Reihen, Kettenbrüche usw.) 
war der Nachweis der Konvergenz (bzw. des asymptotischen Ver- 
haltens) die conditio sine qua non ihrer Berücksichtigung. Zahlreiche 
Beispiele, die möglichst aus Originalarbeiten entnommen sind^ dienen 
durchweg zur Illustrierung und Anwendung der dargestellten allge- 
meinen Theorien. 

Als ich dieses Buch zu schreiben begann, waren die oben ge- 
nannten Arbeiten von Nörlund erst im Entstehen begriffen. Um daher 
für die im ersten Teile behandelten formalen Theorien durch den 
Nachweis der Existenz eines Fundamentalsystems von Lösungen homo- 
gener linearer Differenzengleichungen eine feste Grundlage zu schaffen, 
führte ich diesen Existenzbeweis zunächst ohne Rücksicht auf die 
analytische Darstellbarkeit der Lösungen ganz im Sinne der Berech- 
nung der Glieder einer rekurrenten Reihe, wie sie z. B. Markoff in 
seinem Lehrbuche auseinandersetzt, indem ich mich dabei auf homo- 
gene lineare Differenzengleichungen mit rationalen Koeffizienten und 
auf reelle Werte der unabhängigen Variablen beschränkte. Der Nach- 
weis eines zu jedem Werte von x — nicht nur zu den Werten 
^ + nÄ (n = 0, 1, 2, . . .) — gehörigen Funktionswertes gelang da- 
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durch^ daß im Anschluß an Lcwroix und Boöle, besonders aber an 
Pincherle^) der Begriff der „Anfangsbedingung", durch die eine „Par- 
tikularlösung" in eindeutiger Weise bestimmt wird, durch Einführung 
einer willkürlich vorgeschriebenen ,,Anfangsfunktion" in einer für 
lineare Differenzengleichungen geeigneten Weise definiert wurde. Die 
Beschränkung auf reelle Werte der unabhängigen Veränderlichen gegen- 
über Pincherle, der komplexe Variable betrachtet, ermöglichte eine 
genauere Fixierung der Vorstellung sowie eine weiter ' ins Einzelne 
gehende Durchführung, insbesondere den Nachweis einer für jeden 
(endlichen) Wert der unabhängigen Veränderlichen endlichen, ein- 
deutigen und stetigen Partikularlösung sowie in den meisten Fällen 
die Darstellung derselben durch eine Fourier sehe Reihe. 

Nachdem mir die Arbeiten von Nörlund bekannt geworden waren, 
hätte ich ja nunmehr die analytische DarsteUung der Lösungen einer 
homogenen linearen Differenzengleichung durch Fakultätenreihen, die 
in einem gewissen Bereiche konvergieren, zum Ausgangspunkte der 
ganzen Theorie der linearen Differenzengleichungen machen können; 
ich bin aber nach reiflicher Überlegung bei dem ursprünglichen Plane 
in der Anlage des Buches geblieben, und zwar aus drei Gründen: 
erstens aus historischem Qrunde, denn die Wahl jenes Ausgangs- 
punktes hättd die ganze Entwickelungsgeschichte unserer Disziplin 
geradezu auf den Kopf gestellt; zweitens aus didaktischem Grunde: 
der Beweis für die Konvergenz der Lösungen ist ziemlich kompliziert 
und setzt mancherlei aus anderen, zum Teil ganz neuen Gebieten 
voraus, sodaß der Anfänger abgeschreckt worden wäre, während der 
bloße Existenzbeweis an Einfachheit und Anschaulichkeit nichts zu 
wünschen übrig läßt; endlich — last not least — aus dem Grunde, 
weil dadurch auch der Theorie der linearen Differenzengleichungen 
für redle Veränderliche, die eine besondere Behandlung zuläßt, also 
namentlich der jFöMr/^r sehen Reihe ihr Recht wird. — So bilden nun- 
mehr die Arbeiten von Närhmd den Schlußstein des ganzen Werkes. 

Die Beschränkung auf reeUe Variable ist dann, soweit sie über- 
haupt in Betracht kommt — in den formalen Theorien (Kap. 2 — 6) 
hat ja die unabhängige Veränderliche lediglich „literale" Bedeutung — , 
auch im 7., 8. und 9. Kapitel teils der Einfachheit der Darstellung 
wegen, teils weil sie im Sinne der ganzen Untersuchung liegt, fest- 
gehalten worden.*) Dagegen war für das letzte (10.) Kapitel, welches 
von der Integration der linearen Differenzengleichungen durch Reihen 
handelt, diese Beschränkung nicht angebracht, weil die Darstellung 

1) Pincherle (n. Amaldi), 9« 

2) Dadurch ergab sich gleichzeitig ein vermitteLader Standpunkt zwischen 
den Forschern, die nur ganzzahlige, positive Werte der unabhängigen Ver- 
änderlichen zulassen, und denen, welche komplexe Werte der Variablen in Be- 
tracht ziehen. 
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dadurch an Einfachheit nicht gewinnt, an Übersichtlichkeit aber ver- 
liert^ indem der Kouvergenzbereich der auftretenden Reihen in un- 
nötiger Weise beschränkt wird. 

Eine weitere^ ebenfalls durch die Einfachheit der Darstellung 
und die durchweg angestrebte Präzision der Resultate bedingte Be- 
grenzung des Stoffes haben wir uns dadurch auferlegt^ daß wir im 
allgemeinen nur solche lineare Differenzen gleichungen betrachten, deren 
Koeffizienten rationale Funktionen der unabhängigen Veränderlichen 
sind; nur an zwei Stellen sind wir aus bestimmten Gründen von 
diesem Prinzip abgewichen; im 9. Kapitel^ welches den PoincaresGhen 
Satz behandelt, wo diese Beschränkung unnötig ist — das ist gerade 
ein Vorzug der Poincare acheu. Beweismethode — , und im letzten 
Abschnitt des 10. Kapitels, wo eine Grundlage für weitere Unter- 
suchungen geschaffen werden sollte und daher die Koeffizienten Fakul- 
tätenreihen sind. 

Vorausgesetzt werden in diesem Buche die Elemente der Funk- 
tionentheorie und der algebraischen Analysis, die wichtigsten Deter- 
minantensätze, die Differential- und besonders die Integralrechnung 
sowie in den beiden letzten Abschnitten einige Sätze aus der Theorie 
der linearen Differentialgleichungen und der Fakultätenreihen; doch 
ist in den meisten Fällen auf die Quellen hingewiesen worden, aus 
denen diese Kenntnisse geschöpft werden können. — Das Literatur- 
Terzeichnis am Schlüsse des Buches, bei welchem die Autoren in 
alphabetischer Reihenfolge und die Arbeiten eines jeden Autors chro- 
nologisch angeordnet sind, macht keinen Anspruch auf absolute Voll- 
ständigkeit und bringt in erster Reihe diejenigen Abhandlungen, die 
in dem Buche selber benutzt oder zitiert worden sind; doch dürfte 
wohl keine wichtigere Arbeit über lineare Differenzengleichungen fehlen^ 
wenn dasselbe noch durch die bei Ändoyer (1.) enthaltenen Literatur- 
angaben ergänzt wird. — Herr Guldherg hat das vierte, fünfte und 
die drei ersten Abschnitte des sechsten Kapitels bearbeitet; alles 
übrige rührt von dem Unterzeichneten her; Untersuchungen, Bemer- 
kungen und Zusätze desselben, die in diesem Buche zum ersten Male 
veröffentlicht werden, sind durch W. gekennzeichnet worden. Im 
übrigen konnten durch das Literaturverzeichnis die Zitate erheblich 
abgekürzt werden, indem nur auf die Nummer der Arbeit des be- 
treffenden Autors verwiesen zu werden brauchte. 

Möge unser Werk dazu beitragen, das Interesse der Mathematiker 
für eine in ihren Anfängen sehr alte, aber in ihren letzten Ausläufern 
ganz neue Disziplin wieder zu erwecken; daß sie dieses Interesse ver- 
dient, zeigt die überraschende Mannigfaltigkeit der Entwickelungs- 
möglichkeiten und Untersuchungsmethoden, deren Darlegung sich der 
Unterzeichnete ganz besonders angelegen sein ließ, sowie der Um- 
stand, daß sie gerade mit den wichtigsten und schönsten Gebieten 
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der Analysis durch vielfache enge Beziehungen verbunden ist; ins- 
besondere seien jüngere Forscher auf dieses neue Untersuchungsfeld 
hingewiesen, welches lange brach gelegen hat und noch reiche Früchte 
verheißt. Sollte das vorliegende Buch diesen Zweck erreichen , so 
wird das Bewußtsein^ dem mathematischen Königreiche eine alte 
Provinz wiedergewonnen zu haben, den Verfasser für seine nicht ge- 
ringe Mühe reichlich entschädigen. 

Zum Schlüsse ist es mir ein Bedürfnis, meinem Mitarbeiter 
Herrn Ouldberg und Herrn Nörlund sowie auch dem Teubner sehen 
Verlage meinen besten Dank für die Bereitwilligkeit auszusprechen, 
mit welcher sie auf meine Wünsche eingegangen sind; ferner den 
Herren Prof. Dr. Fürle, Oberlehrer Figur und Kandidat Stegmann, die 
je eine Korrektur des Buches gelesen haben. 

GEORG WALLENBER6. 
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Erstes Kapitel. 

Begriff der linearen Differenzengleichnng und ilirer 

Integration. 

L Definition einer linearen Differenzengleichnng n^' Ordnung.') 

Wir Terstehen im folgenden unter x eine reelle, unbeschränkt ver- 
änderliche Größe*), unter y, eine von x abhängige Größe, eine „Funk- 
tion von xf'. Eine DifPerenzengleichung ist dann eine Gleichung von 
der Form 
(1) . ' F(x, y„ Ay,, A«y„ . . ., A»yJ = 0; 

darin bedeutet F eine gegebene (gewöhnlich ganze rationale) Funktion 
der unabhäugigen Variablen Xy der unbekannten Funktion y^ und der 
Differenzen verschiedener Ordnung von y^: 

A»y, - Ay^+i- Ay^- y,^^- 2y^^i + y,, 



A"y, == yx + n- ^Vx^n-l + -^"j-i'^Vx^n-t- ' \' + (" ^YVx'^) 

Setzt man diese Werte für Ay^, A^y^, ..., A"y^ in die Gleichung (1) 
ein, so nimmt sie folgende Gestalt an: 

(2) ^(^;yx;yx+i.--->y:.+J = o. 

Umgekehrt läßt sich die Gleichung (2) mittels der Formeln 

y^+i^-yx+Ay,, 

yx+2 = yx+2Ay,+ A^y,, 



yx^n-yx+ ^^Ay,+ -^^--^^A«y,+ • • • + A»y,*) 



1) Vgl. Boole, 1.; MarJcoff, 1.; SeUwanoff, 1. u. 2.; Pincherle (u. Amaldi) 9., 
Kap. X; TT. 

2) Der allgemeinere Fall^ dafi x eine komplexe Variable mit konstantem 
imaginärem Bestandteil ist, läfit sich durch Parallelyerschiebang der reellen 
Achse leicht auf den obigen zurückführen. 

3) Führt man außer A noch das Operationssymbol D^x^yx+i ^^^f ^^ ^^^ 
symbolisch: Ay^ = By^ — y^=^(J)— l)y^, A"y^ ^ (J> — 1)"^,; darin ist 
2>*yx = ya:+* (vgl. Lacroix, 1.; Boole, 1.). 

4) Symbolisch: i>y^ = (1 + A)y,, ^"ya = (1 +^ryx (^ c.). 
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leicht in die Form (1) Überföhren, so daß die Gleichungen (1) und (2) 
als äquivalent zu betrachten sind. Wir ziehen die Form (2) als die 
einfachere im allgemeinen der Form (1) vor: <t> enthält hier die un- 
abhängige Variable Xy die unbekannte Funktion y^. und ihre yjSuJcBes- 
siven Werte^^ y^_^,^, y^^,, . . ., y,^^, d. h. die Werte, welche y^ für 
die sukzessiven, um 1 unterschiedenen Werte von x annimmt Der 
Fall, daß die Werte von x sich um eine beliebige Größe h unter- 
scheiden, daß also die sukzessiven Werte lauten: x -{-h, x + 2h, . . ., 
X + nh, kann leicht auf den obigen, wo die Differenz 1 ist, durch 
die Substitution x^he, y^^^w, zurückgeführt werden. 

Die Gleichung (2) heißt eine Di/ferenjsengleichung n*^ Ordnung, 
wenn sie wirklich y^^^ und y^ enthält; wenn dagegen y^, y^^^, . . ., 
y«+*-i (^<**) darin nicht vorkommen, so kann man sie durch die 
Substitution x + k = z in eine Differenzengleichung (n — k)^^ Ordnung 
transformieren. 

Beispiel^): Die Gleichung 

A»y,~3Ay,-2y,+ ^ = 
wird mittels der Formeln 

in die Gleichung 

transformiert, die weder y^ noch y^^^ enthält. Setzt man x -{-2 =• z^ 
so erhält man die Differenzengleichung erster Ordnung 

Enthält ferner die Gleichung (2) nur diejenigen Funktionen y^^i, 
für welche die Zahlen i den gemeinsamen Teiler r besitzen, so ist 
sie eine uneigenüiche Differenzengleichung w'*'* Ordnung^)] sie ist dann 

nämlich eigentlicheine Differenzengleichung von der Ordnung w'== — , 

bei der die Differenz der sukzessiven Werte von x gleich r ist. So 
ist z. B. die Gleichung 

F{x, y^, y^^s, ^x+e) = 

uneigentlich von der 6*^*^ Ordnung, nämlich eigentlich von der Ord- 
nung f = 2 mit der Differenz 3 und wird in der Tat durch die Sub- 
stitution X = 3z, y8,= w, in die Gleichung 2'*' Ordnung 

transformiert. Ebenso ist die Gleichung 

fi^yVx^yx^n)-^ 

1) Markoff. 2) \\, 
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eigentlich von der ersten Ordnung mit der Differenz n nnd geht durch 
die Substitution x «- ng^ y^, « w, in 

f{nz, u,, w,^ J = 
über. 

Ist in der Gleichung (2) eine lineare Funktion von y^, y^+if • • •? 
Vx+nf ^^ heißt sie eine lineare Differenzengleichung n*'* Ordnung; diese 
hat also die Form: 

(3) pTy,^n+pTy.^n-,+ - ■ • +ä -p,, 

worin die p^'^ und p^ Funktionen von x sind. Ist p^ = 0, so heißt 
Gleichung (3) eine homogene lineare Differenzengleichung n*®^ Ordnung; 
ist dagegen j7^ «f 0^ so heißt sie eine nichthomogene oder vollständige 
lineare Differenzengleichung. Wir werden uns im folgenden haupt- 
sächlich mit den homogenen linearen Differenzengleichungen be- 
schäftigen; da die vollständigen Gleichungen^ wie wir später sehen 
werden, sich auf sie zurückführen lassen; ferner werden wir uns haupt- 
sächlich auf den Fall beschränken, daß die Koeffizienten j)j^) rationale 
Funktionen von x sind, die dann als ganze rationale Funktionen oder 
Polynome vorausgesetzt werden können. 

n. Definition der Integration einer homogenen linearen 
DilFerenzengleicliiing. Existenz einer Partikularlosnng. ^) 

Eine homogene lineare Differenzengleichung 

(1) pTy.^n+p':'y.^n-. + ---+pl"y.-o 

stellt eine Forderung dar: es soll y^ als Funktion von x so bestimmt 
werden, daß sie, in die Gleichung (1) eingesetzt, diese zu einer iden- 
tischen macht. Eine solche Funktion y^ heißt eine Lösung oder auch 
ein Integral der Gleichung (1). 

A. Die homogene lineare Differenzenglelohong erster Ordnung. 

Um ims über die hier auftretenden Verhältnisse Klarheit zu ver- 
schaffen, betrachten wir zunächst die einfachste homogene lineare 
Differenzengleichung erster Ordnung 

(2) y,+i-y, = o. 

Sie wird offenbar befriedigt durch 

worin (xi{x) eine tviükürliche periodische Funktion von der Periode 1 
bedeutet. Würde man nun wie bei den Differentialgleichungen als 

1) WaUenherg, 6., Nr. 2; vgl. Lacroix, 1., § 418—420; Book, 1.; für kom- 
plexe Variable Pincherle (u. AmaM^^ 9., Kap. X. § 278—280. 
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^^Anfangsbedingung^^ y^^b für a;==0*), d. h. yQ^h wählen, so würde 
sich aus Gleichung (2) ergeben: 

Es wäre also y^ in den Punkten ... — 2, — 1, 0, 1, 2, 3 .. . be- 
stimmt, dagegen nicht in den zwischen diesen Punkten liegenden 
Intervallen; in der Tat hätte die sonst willkürliche periodische Funk- 
tion (o{x) nur die Bedingung cd(0) = 6 zu erfüllen. 

Soll daher y^ für aüe Werte von x bestimmt sein, so müssen 
wir folgende Anfangsbedingung festsetzen: „In dem Intervall x^O 
(inklusive) bis x ^ 1 (exlchisive)*) soll y^ « <p{x) sein, wo q>{x) eine 

willkürlich vorgeschriebene eindeutige Funk- 
tion von x islf^r^ in graphischer Darstellung: 
„Jw dem Intervall 0^x<i\ soll die Kurve 
y* =* ® (rc) einen vorgeschriebenen Verlauf be- 
sitzen/' Dann ist in der Tat y^ für aUe 
Werte von x bestimmt; denn ist x^n + z, 
wo ^ £r < 1 und n eine ganze positive 
oder negative Zahl ist, so ergibt sich 

y* = y»+, = y, = 9>W- 

Die in dieser Weise durch ihre „Anfangsbedingung^^ eindeutig 
festgelegte Punktion y^ nennen wir eine Partikularlösung ^) der Glei- 
chung (2). Wählt man die eindeutige 
Funktion ip(x) im Intervall bis 1 in- 
klusive endlich, stetig und derart, daß 
9?(1) « (p(0) ist (Fig. 1), so werden die 
im allgemeinen*) in den Punkten ... —2, 
— 1, 0, 1, 2, ... auftretenden Unstetig- 
keiten (Fig. 2) vermieden, und es läßt 
sich in diesem Falle die Lösung y^« (d(x) 
für aUe Werte von x durch eine Fourier- 
sehe Reihe darstellen: 



-cx^crr\ 



Fig. 1. 




Fig. 2. 



00 



00 



(3) 



Vx "^ 2% + ^^k ^^^ ^^ ^^ + ^^k S^ 2* ^^; 



k=l 



*s=l 



1) Den AnfangBwert x = a kann man dnrch die Substitution x^^a-^- z 
y^+^ = t*, stets nach verlegen. 

2) Statt des Interv alles bis 1 könnte auch das Intervall a bis a 4- 1^ ge- 
nommen werden. 

3) Im folgenden werden wir unter einer ,,PartikularlÖ8ung^^ aber auch oft 
irgend eine besondere Lösung im Gegensatze zur allgemeinen Lösung, die will- 
kürliche periodische Funktionen enthält, verstehen. 

4) Z. B. bei der periodischen Funktion (o(x) = x — [x], worin [x] die größte 
ganze in x enthaltene Zahl bedeutet; hier sind die Kurven der Fig. 2 Strecken 
von der Länge l/2, die mit der positiven X-Achse einen Winkel von 45^ ein- 
schließen. I 



n. A. Die homogene lineare Differenzengleichung erster OrdxMing. 
worin 

a^ = 2 1 q>(u) cos 2k %u du (i «= 0, 1 , 2, . . .) , 





1 



hj^ = 2 j (p{u) sin 2k%udu (k^ 1, 2, ...) 



ist. 

Wir betrachten nun die allgemeinste homogene lineare Differenzen- 
gleichung erster Ordnung 

(4) yx+i-^PxVzy 

worin p^ eine eindeutige Funktion von x ist. Aus dieser ergibt sich 
einerseits: 

Vx + i ^ Px-^llfx + l ^^ Px+lPxVxy 
Vx+i ^Px + iVx + i "^Px^iPx-^lPxVxy 



(Ö) y^c + k ^-Px + k-lPx + k^i ' • Px^lPxVx', 

andererseits: 



Vz. 


-1 




1 


Vx, 

-1 




Px- 




Vx. 


-8 


- 




1 


4« 


Px- 


■2Px- 


Vx) 

1 


• 


• 

■i 


• 


• 

41 


■ • 


• ■ 

1 

- • 1 



^ ^ ^""^^ Px-^kPx-k^l'Px^iPx^l^'' 

Ist also wieder y^. im Intervall x => (inklusive) bis rr = 1 (exklusive) 
gleich einer vorgeschriebenen Funktion q){x), so ist y^ durch die 
Gleichungen (5) und (6) für alle positiven und negativen x bis auf 
gewisse sogleich näher zu betrachtende Werte von x eindeutig be- 
stimmt. 

Verschwindet y^ für a? « a (was, wenn ^^-1 + ^ ^^*; ^^^ ?^" 
schehen kann, wenn jp^-i verschwindet), ist also y^ = 0, so ist auch 

ya + i = (Ä=l,2,3,...), 

es sei denn, daß eine der Größen Pay Pa+iy • • -y Pa+k-i imendlich 
groß wird; und es ist auch 

y.-k-o (/.•=!, 2, 3,...), 

es sei denn, daß eine der Größen i?a-i> Pa^iy • • y Pa-k ehenfaUs ver- 
schwindet. Wird ferner y^ für x =b unendlich groß: y^ = cx>, so 
ist auch 

Vö+k-^ (^•=-1,2,3,...), 
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es sei denn, daß eine der Größen Pt,, Pt+D - - -f Pb+k-i verschwindet; 
und es wird auch 

Vö^k-^ (Ä: = l,2,3,...), 

es sei denn, daß eine der Größen i^^-i? Pb-if • • •; Pb^k ebenfalls un- 
endlich groß wird. 

In den durch die Weadung „es sei denn, daß'^ gekennzeichneten 

Ausnahmefallen können Unbestimmtheiten von der Form (x> • 0, ^- , 

. oo, — auftreten. Ist aber ü, unbeschränkt diflferenzierbar und 

besitzt auch die vorgeschriebene Funktion (p(x) im Intervall bis 1 
Ableitungen beliebig hoher Ordnung, so können diese Unbestimmt- 
heiten im allgemeinen (d. h. mit Ausnahme wesentlich singulärer 
Stellen) nach den bekannten Methoden der Differentialrechnung ge- 
hoben werden: ist nämlich die Nullstelle a =^n + a (w positive ganze 
Zahl, ^ a < 1), so ist 

und ist a ^^ — n + a, so ist 

■^a — n ^flf — n + 1 -«^a — 2 ^a — 1 

ähnlich für die Unendlichkeitsstelle b. Es entsprechen also aUen 
(positiven und negativen) Werten von x bis auf diskrete wesentlich 
singulare Punkte bestimmte (endliche oder unendliche) Werte von y^, 
die bei reellem p^ graphisch durch eine Kurve dargestellt werden 
können; diese Kurve ist die Repräsentantin einer eindeutig bestimmten 
Partikularlösung der Gleichung (4). Ist insbesondere p^ eine rationale 
Fn/nktion von x imd wählt man q>{x) als analytische Funktion, die im 
Intervall bis 1 keine wesentlich singulare Stelle besitzt, z. B. eben- 
falls als rationale Funktion, so ist die Funktion y^ in allen Punkten 
bestimmt 

Um auch hier Sprungstellen der Lösung y^, d. h. wesentliche Un- 
stetigkeiten^) derselben an der Stelle x == 1 (und daher i. a. auch an 
den mit 1 „kongruenten" Stellen . . . — 2, — 1, 0, 1, 2, 3, . . .) zu 



1) Dabei sind unter unwesentlichen Unstetigkeiten solche zu yerstehen, die 
auch bei rationalen Funktionen auftreten können, also T6le\ insbesondere die 

beiden Typen y^=±—^ für a; = 0, wo sich + oo an -\- oo bzw. — oo an 

— oo anschließt, und 2/ = 4: -,„-+1 für ä = 0, wo sich + oo an — oo bzw. 

— oo an -(- oo anschließt. — Übrigens können auch diese Unstetigkeiten ver- 
mieden werden^ indem man, falls j?^ für a; = von der «*•'» Ordnung unendlich 

fix) 
groß wird: p ='^J (fiO) endlich und =4= ö), (p{x) = x^xi^) wählt, worin r{x) 

X 

der Bedingung xW = f(fi)x(!^) genügt, was nach obigem leicht zu erreichen ist. 
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yermeiden, bat man die die ,^ Anfangsbedingung^^ darstellende , im In- 
terrall bis 1 (inkL) stetige Funktion (f{x) so zu wäblen^ daß 
y^ = 9>(1); also, da y^ '=' PoVo ist, daß (p(l) =^PQq>(0) wird, was stets 
leicht erreicht werden kann, falls nicht x ^ wesentlich singulare 
Stelle von p^ ist: Jai p^^^ 1, so erreicht man ^(l) = 9?(0) am besten, 
indem man g)(x) als periodische Funktion von x mit der Periode 1 
wählt; man kann aber auch z. B. q)(x) ^ a + bx(x^ 1) wählen. Ist 
dagegen Pq'^I, so braucht man, falls q)(x) der angegebenen Be- 
dingung nicht genügen soUte, nur ^(a:) = ^(a:) + a zu nehmen^), worin a 

durch die Bedingung ^(l)=i?o^W? ^- ^' y(l) + c^ = i>o(v(^) + ^) 
bestimmt wird: 

a == - — - — • 

Ist femer Pq^O oder cx>, so muß man für (p{x) eine Funktion 
mit der Nullstelle bzw. dem Pol x ^ 1 wählen, falls nicht ^(O) == oo 
bzw. ist, was sich ja leicht vermeiden läßt-, sonst muß man erst 
den Wert von [Pa;9(^)L=o bestimmen und dann nach den eben an- 
gegebenen Regeln verfahren (für Pq=^ oo vergleiche auch den Schluß 
von Anm. 1). ^ 

Ist endlich o: » wesentlich singulare Stelle oder Unbestimmt- 

heitsstelle für p^ (z. B. für e' oder sin— j, so sind die Punkte 

1, 2, 3, ... im allgemeinen wesentlich singulare Stellen für die 
Lösung j^^, in denen wesentliche Unstetigkeiten oder Unbestimmt- 
heiten auftreten können; ist allgemeiner x = a^O wesentlich singulare 
Stelle von p^y so sind die Punkte a + k (i = 1, 2, 3, . . .) wesentlich 
singulare Stellen für y^, und ist :r » a < wesentlich singulare Stelle 
von 2>^, so sind die Punkte a — k (Ä = 0, 1, 2, . . .) wesentlich singulare 
Stellen für y^.^) 

1) Man kann auch 'if){x) =^ (p(x) {x-\-a) wählen und a dementsprechend 
bestimmen. 

2) Anmerkung: Ist in der Differenzengleichung: 

p^ eine ganze transzendente Funktion und besitzt diese Gleichung als Partikular- 
lösung eine ganze transzendente Funktion von x, so kann man über die Null- 
stellen von p^ noch folgendes erschließen: es möge an den mit a ,,lrongruenten^* 
Stellen a -f- ♦*! "^o die ganze Zahl n von — oo bis + oo variiert, y^ bzw. von 
der Ordnung ^^, j>, von der Ordnung v„ verschvinden ; dann ist 

Da Pjc eine ganze Funktion sein soll, so ist i^„ ^ (eine Nullstelle negativer 
Ordnung ist offenbar als Pol aufzufassen), also l^^n ^ f'n + i^ d- ^- f^n ^ä<^hst nicht 
mit abnehmendem n; und da /i„ nach vorhergehendem ebenfalls nicht negativ 
wird, so muß von einem gewissen, genügend kleinen n an fi„ konstant bleiben 
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Durch die vorhergehenden Betrachtungen ist die Existenz einer 
durcJi ihre Anfangsbedingung bis auf etwaige isolierte singulare Punkte 
eindeutig bestimmten Partikularlösung der GUichung (4) ertmesen. Ist 
ri^ eine solche Partikularlösung und y^ die allgemeine Lösung der 
Gleichung (4), also 

so ist 



i 


'x+1 


=Pxyx, 


Vx+l 


'•PxVx, 


1. 


+ 1 
+ 1 


Vx' 


d. 


h. 


Vx 

=» CD . 



worin o^ eine willkürliche periodische Funktion von der Periode 1 be- 
deutet; die allgemeine Lösung lautet daher 

dies rechtfertigt die beliebige Wahl der y,Anfangsfunktion^' 9(^); da 
aus jeder Partikularlösung durch Multiplikation mit einer willkürlichen 
periodischen Funktion Yon der Periode 1 die allgemeine Lösung 
hervorgeht. 

Beschränkt man die Veränderliche x auf diejenigen Werte, die 
sich von einer Größe a um eine positive ganze Zahl unterscheiden ^); 
so kann man die allgemeine Lösung der Gleichung (4) in geschlossener 
Form darstellen; es ergibt sich nämlich aus (4): 

yx-Px-iJ/^t-i^-Px-i/^x-^yx-j usf.; 
schließlich 

y^ bleibt willkürlich: y^ =» (7, so daß in diesem Falle 

die allgemeine Lösung der Gleichung (4) darstellt^ vorausgesetzt, daß 
keine der Größen Pay Pa^i} • • • unbestimmt wird oder gleich bzw. 
oo ist, in welchem letzteren Falle man die triviale Lösung bzw. oo 
erhält. Für a = ergibt sich 

x-l 
Vx = (^PoPi ' • .P^r-l = ^[JPk - ^ri^z 

für aUe positiven ganzzahligen x, vorausgesetzt, daß alle Größen 
Po7 Pi) P%9 • • • ®i^ßJi bestimmten, endlichen, von Null verschiedenen 
Wert besitzen. 



und folglich v„ = sein. Also die Zahl der mit a kongruenten Nullsteilen von p^ 
ist links von a hegrengt, — Es läßt sich zeigen, daß umgekehrt, wenn diese Be- 
dingung erfüllt ist, die Gleichung (4) eine ganze transzendente Funktion als 
Partikularlösung besitzt {Cfuichard, 1., S. 376 — 377; G. sagt fälschlich „rechts 
ron a". Vgl. Hurwitz, 1.). 

1) Vgl. Markoff, 1.; Seliicanoff, 2., Nr. 49. 
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B. Die Stunmen. 

Läßt man der Variablen x ihre unbeschränkte Veränderlichkeit^ 
80 kann man folgendermaßen ver&hren^): Aus (4) erhält man durch 
Logarithmieren: 

log y^+i - log y, = log !>,.*) 

Setzt man logy^ = ti^, logp^ = g^, so wird diese Gleichung 

und daraus ergibt sich 
worin 

oder event. auch ^ g^ == — ^ 2x+r ^^^y wenn diese unendliche Reihe 

konvergiert (z. B. für q^ = -^, m > 1 l während co^. eine willkürliche 

periodische Funktion von x mit der Periode 1 bedeutet. Die f^Summe'^ E 
stellt mithin die zur Operation A inverse Operation dar^ symbolisch: 
Zq^ = ^"^q^, und es soU in diesem Abschnitte das Hauptsächlichste 
über die Summen auseinandergesetzt werden. 

Zunächst geben wir eine Zusammenstellung der wichtigsten^ leicht 
zu verifizierenden Summenformeln mit Fortlassung der willkürlichen 
additiven periodischen Funktion o^:^) 

(» ^^(^-1) • ■ • (a?-(w — 1)) =^^jfi^{^-^) ' ' • (^-w)> 
oder 

^^^ ^ x(oc^iy^'(x + n~-^Y) "" ~ n — i~x{x +!)"•■ • (« + ** ~^^) ^" '^ ' 

(c) ^^''^a'^' ^e^'^^'^xe^'^''. 

(d) 2'"'^ = --2einT 

(e) Vcoso: = ?">-*)- 

1) Lagrange ^ 1«; Lacroix^ 1., § 414; Boole, 1. 
• 2) Wenn die Basis nicht ausdrücklich hinzugefügt wird, ist der log naturalis 
gemeint; man könnte aber oben auch den log zu einer beliebigen Basi» a 
nehmen, was unter Umständen direkt geboten erscheint, z. B. dann, wenn 
Pj^ == a* ist. 

3) Vgl. z. ß. Markoff, 1.; Seliicanoff, 2., Nr. 25—30. 
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(f) 2(%+^.)-2% + ^^.^ f 

(g) 2^x^x = ^x 2%f Weiin Cö,^i == OJ/, Z. B. ^(D, = X(0^. 

(h) 2^**a;^*'x'^ **«*^*'~^ ^x+1^% (Formel der partiellen Summation). 

Die Summe einer ganzen rationalen Funktion n*^^ Grades ist eine 
ganze rationale Funktion (n + 1)*®" Grades^); der Beweis dafür ergibt 
sich leicht^ wenn man die vorgelegte ganze rationale Funktion 
n^^ Grades f(x) durch die ^cw7^onsche Interpolationsformel*) darstellt: 

fix) - m + * A/-(0) + *f .^ AV(0) + . . . + ?(^-ilh:_(?_=i!L::lL) AY( 0) , 

und die Formeln (a) und (f) anwendet. 

Eine Veryollständigung der obigen Tabelle kann erst im Ab- 
schnitt G erfolgen. Dagegen wollen wir hier noch einen bemerkens- 
werten Ausdruck für f(x) ^ IJ(p(x), d. h. also für die Lösung der 
Differenzengleichung f{x+ l) — f(x)^(p(x)^ worin q>{x) eine beliebige 
Funktion von x ist, angeben, und zwar in Form eines bestimmten 
Integrales, in welchem x als Parameter auftritt; derselbe ist zuerst 
von Guichard (1.) aufgestellt und später in sehr eleganter Weise von 
Weber (!•), dem wir uns im folgenden anschließen, abgeleitet worden: 
Man markiere in der Ebene einer komplexen Variablen den Punkt, 
der dem Werte von x (def übrigens auch komplex sein kann) ent- 
spricht, und die Punkte x ±_1, x ±2, x ±S, ..., die alle auf einer 
zur reellen Achse parallelen Geraden liegen, welche wir die Gerade X 
nennen wollen. Durch diese Linie X wird die ^-Ebene in zwei Halb- 
ebenen geteilt, welche die positive oder negative genannt werden soll, 
je nachdem sie die positiv oder die negativ unendlichen imaginären 
Werte von enthält. Nun kann man auf folgende Weise einen 
Integralausdruck für f{x) bilden: man nehme einen Punkt a auf der 
negativen, einen Punkt b auf der positiven Seite von X an und ver- 
binde diese beiden Punkte durch irgendeine Linie, welche die Gerade X 
in einem Punkte c schneidet, der zwischen x und x—1 liegt; dann ist 

a 

1) Insbesondere ist (p„{x) = Zx^ das sogenannte BemoülU^chB Polynom. 

2) Vgl. Sdiicanoffy 2., S. 6; Literatur bei Andoyer, 1. 

8) Guichard (1.) betrachtet auch das ebenfalls der Differenzengleichnng 
f{x -f- 1) — f(x) = (f (x) genügende allgemeinere Integral . 



/(x) = 





/' (p(z)(ü(x)dz 



/ 
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Man erhält nämlich daraus f{x -f- 1); wenn man denselben Integranden 
auf einem andern Wege integriert^ der die Linie X in einem zwischen 
X und x+l gelegenen Punkte c' schneidet; und für f{x + 1) — f{pc) 
erhält man dann ein Integral über einen geschlossenen Weg, der von 
den Polen des Integranden nur den einen , x, umschließt, das also 
nach dem OaticAy sehen Satze den Wert (p{x) hat^), vorausgesetzt, daß 
man sich auf ein Gebiet der j?- Ebene beschränkt, in dem q>{x) stetig 
ist. — Yei^ndert man die Grenzen a und &, ohne sie die Linie X 
überschreiten zu lassen, so ändert sich f{x) nur um eine periodische 
Funktion von der Periode 1; denn da die Zusatzwege keinen Pol um- 
schließen, so ist nach dem CaucAy sehen Satze das Zusatzintegral für 
f{x + 1) - fix) gleich Null 

Das für f{x) gefundene Integral (i) läßt sich folgendermaßen 
zerlegen: 

a a c 

und f{x) ändert sich nur um eine additive Konstante, wenn in dem 
ersten dieser drei Integrale die untere Grenze a durch einen beliebigen 
anderen festen Wert ersetzt wird. Dann können wir aber in den 
beiden anderen Integralen a nach — ic», h nach + ioo hin wachsen 
lassen, selbst dann noch, wenn (p(ßi) mit unendlich wachsendem wie 
irgendeine endliche Potenz von si unendlich groß wird. Wir erhalten 
dann, wenn wir in dem ersten Integral die untere Grenze, als ganz 
beliebig, weglassen: 



— •00 



oder, wenn wir im zweiten und dritten Integral z — x ^ -- it bzw. 
z — x =^ it substituieren: 



00 00 



fix) ^J<pi.)dz- ^J ?^_-,i^ + ^j f^„r ■ 

Um /'(a:+ 1) zu erhalten, haben wir den Punkt c durch c zu ersetzen; 
wir können nun c und c' gleichweit von x entfernt, d. h. c —x^^x — c 
annehmen; dann wird 



worin (o{x) eine periodische Funktion von der Periode 1 ist, und zeigt, daß, 
wenn (p(x) eine ganze transzendente Funktion ist, (o{x) so bestimmt werden 
kann, daß auch f(x) eine ganze transzendente Funktion wird; vgl. Hurwitz^ 1., 
der diesen Satz auf anderem Wege beweist, sowie Appell, 2« und Barnes, 2. 
1) Um sich davon zu überzeugen, braucht man nur in dem Integranden 

die Substitutionen e^"**' ^ w, 6^""*'= t auszuführen. 
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00 00 



.r/ I i\ r /\j • /"yCa:— te)d< , . /*<p{x + it)dt 

— i{C'~x) i{e — x) 

und da 

ist^ so ergibt sich: 



00 



2 fix) v(x) +J<p{0)d, +Jip(z)d. + ijf^+f^p^.:zü}dt 



i{c-x) 

00 



Hierin kann man aber^ da ^ =» kein Pol des Integranden ist^ c und 
folglich auch c' mit x zusammenfallen lassen und erhält so: 



00 



(k) fix) = - A^(^) +J^i^)äx + i J«p(M-^'lzi.;p_o«-Ji)rf,. 



Dies ist die von Plana (1.) und Abel (1.) auf anderem Wege 
abgeleitete Formel, die zahlreiche Anwendungen zuläßt.^)' So ergibt 
z. B. die Taylor sehe Entwicklung (falls ein solche möglich ist): 

i\!f{x+U) - 9{x-it)-\ = 22'(- 1)" ^ (2n-l)l -? 
setzt man also noch 



/ 








so folgt aus der PZana-^&e2schen Formel die J^u2e/*8che SummenformeP) : 

(1) m=Jfp{x)dx-{ <p(x)+2'(-i)-^5„^^^^';^*^ 

fl ^ 1 1 £) 8) • • • 

Diese Reihe ist allerdings im allgemeinen divergent; man muB 
sich daher bei ihrer Benutzung auf eine endliche Anzahl von Gliedern 
beschränken und den dabei begangenen Fehler für jede Funktion q){x) 
besonders abschätzen.^) 



1) Die obige Ableitung rührt ebenfalls von Weber (1.) her; vgl. Kronecker {}.•) 
und Lindelö'f (1.). 

2) Die Größen B,^ sind die sogenannten ^^mou/Zt sehen Zahlen. 

3) Eüler, Comm. Acad. Petrof). 6 (1732'8), Ausg. 1738, S. 68—97; 8 (1736), 
Ausg. 1741, S. 3—9, 9 — 22. C. Maclaurin, A treatise of floxions (Edingburg 
1742), S. 672; vgl. Markoff, 1.; Seliwanoff, 2., Nr. 36—40. 

4) Das Bestglied von Poisson (Paris. Mem. Bd. 6 (1826), 680), Jacobi (Journ. 
für Math. 12 (1834), 263 oder Werke, Bd. 6, 64) und Markoff, 1., S. 121; vgl. 
Seliwanoff, 2., Nr. 37 u. 38. 



II. G. Die Gammafunktion. 15 

O. Die Gammafunktioii. 

Nach diesem Exkurs über die Summen kehren wir zu der all- 
gemeinen Lösung der Gleichung 

(4) ^ y^^i-PxVx 

zurück; dieselbe lautet 

darin ist S^ = €f"x eine willkürliche periodische Funktion von x mit 
der Periode 1 und 

Die durch das Symbol 2J ausgedrückte Operation soll künftighin 
„Summation^^f die Operation 77 dagegen in Anlehnung an einen in 
der Theorie der Differentia^leichungen gebräuchlichen Ausdruck 
„Qmadratuf*^ genannt werden. — Die Lösung 77jp^ ist aber nur eine 
foftncde^y da dieselbe zunächst nur für positive ganzzahlige x eine 
Bedeutung hat und für beliebige x erst in wenigen Fällen funktionen- 
theoretisch untersucht worden ist; zu diesen Fällen gehören haupt- 
sächlich die^ in denen p^ gleich einer Eonstanten oder gleich einer 
rationalen Funktion von x ist.^) Ist ^^ = a (Konstante), so wird 

Vx = ^z<^'' 

Wir wenden uns nun dem Falle zu, daß p^ eine rationale Funk- 
tion von X ist, und behandeln zunächst den einfachsten und wichtigsten 
Fall, auf den der allgemeine sich zurückführen läßt, nämlich l^^ ■= ^ ; 
wir betrachten also die Differenzengleichung 

Um für die allgemeine Lösung derselben einen analytischen Ausdruck 
' zu finden, machen wir folgende einfache Bemerkung: Ist 



1) Eine Lösung ist auch 

1 



00 



r = 

falls das unendliche Produkt konvergiert. 

2) Es gibt auch für lineare Differenzengleichungen n^^^ Ordnung formale 
Lösungen in Determinantenform, von denen die für Dilferenzengleichungen erster 
Ordnung geltende Lösung Ilp^g ein Spezialfall ist {Bortolotti^ !•). 

8) Außerdem die Lösungen der Gleichungen Vx^x"^ ^^'Vx' 
in den (in B angegebenen) Fällen, wo Zc[ bekannt ist. 
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y j^^ eine Lösung der Gleichung y^ + ^ = pj^^ y^ , 
ijf'^ eine Lösung der Gleichung y, ^ ^ = i)j*^ y^ , 



so ist 



y^"^ eine Lösung der Gleichung y^ ^ ^ = i>^"^ y^ , 



_ (1) (^) (") 

"x "x *fx ' ' ' ^x 



eine Lösung der Gleichung 

(1) («) («) 

was sich sofort durch Multiplikation der Gleichungen 

(1) (1) (1) (2) (2) (2) («) (n) (n) 

ergibt. — Wir betrachten nun die Diflferenzengleichung 
worin n eine endliche positive ganze Zahl bedeutet. Da 

X X X-\-l X -{-71 — 1 



x-\'n x-\^l x-\-2 x-\- n 

ist und die Gleichung 

- x-\-k 

ffx+i — ijp + k + l^'' 

oflFenbar die Lösung y^ « , , besitzt, so ergibt sich aus unserer 

Bemerkung und den vorhergehenden Auseinandersetzungen als all- 
gemeine Lösung der Gleichung (8): 



n 



oder auch 

(9) , i^ (a;) =. c^ («^41^ ., 

^ / «^ -^ *a;(a; + 1) • • • (x + n—l)' 

darin ist o^ eine periodische Funktion von x mit der Periode 1. 
Lassen wir nun n unbegrenzt wachsen, so geht für lim w = cx) die 
Gleichung (8) in (7) über, deren allgemeine Lösung daher lautet: 

(10) F{x) = coJ{x), 

worin 

(11) r(x) - lim ^^ +|^:f$;^:n) 

ist. Dieses unendliche Produkt, welches auch in der Form 
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1\* 






^^ X 1 1 f'-^^pc + r) a^ i ' 1, ^ 

r=l ^ ' ' r=l 1 -r - 

(i + J-P') 
r(^+i)-JI 



r = l 1 + ^ 



r 

geschrieben werden kann, ist zuerst yon Etder^) in die Analysis ein- 
geföhrt^ später aber von Gauß^) wiedergefunden und genauer unter- 
sucht worden. Gauß gebraucht den Ausdruck 

und beweist die Konvergenz dieses unendlichen Produktes für alle 
reellen Werte von x, die nicht negative ganze Zahlen sind. Die Be- 
zeichnung r(x) und der daraus entspringende Name „Gammafunktion'^ 
rührt von Legendre^) her. — Aus (11) ergibt sich 

r(i)-i, 

imd daher aus der Gleichung (7) für alle positiven ganzzahligen p: 

r(»«(p-l)! (=-1.2.3..-(jp-l)). 

Femer folgt aus (11), daß r(:r) in und den negativen ganzen Zahlen 
einfache Pole besitzt und das Residuum für x => —p: 

lim (x+p) nx) = lim ^^- (^ P)(n-p+l)--^in^l) ^ (-1)^ 

ist.^) • 

Wir geben noch eine zweite Lösung der Differenzengleichung (7) 
in Form eines bestimmten Integrales; welche ebenfalls von Etiler^) 
herrührt; und benutzen zu diesem Zwecke die Methode von Laplace'^): 
Wir setzen in Gleichung (7) 

a 

worin die Grenzen a und h noch passend zu bestimmen sind; dann 
erhalten wir 

b b 

(12) ft'fit) dt - xff-^f{t) dt^O, 



1) Euler^ 1., S. 1; 2»., S. 834; 2b. (2. Aufl.), Bd. IV, S. lOö. Gauß, 1., 
Dentsche Ausgabe, S. 32. 

2) Eukr, 1., S. 2. 3) Gauß, 1., D. A., S. 37—38. 
4) Legendre, 1., S. 476. 6) Vgl. Nielsen, 8., 8. 13. 

6) EuUr, z. B. 2i>., Bd. I, Sect. 1, Kap. VII u. IX, u. Bd. IV; Legendre, 1. 

7) Laplace, 1.; vgl. z. B. Boole, 1« 

Wallenberg: Lineare Differenzengleichungen. 2 
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Durch partielle Integration folgt aber 

xft'-^m dt = \t'f{t)] -ft'r{t)dt', 

also ergibt sieh aus (12): 

X 
J t'{f{0+f{f))dt - [t'f(f)] = 0. 

Diese Oleichung wird erfüllt durch 

a 

Aus der ersten dieser Gleichungen folgt f{t) = coa"', wo m von t un- 
abhängig ist^ dagegen x enthalten kann; aus der zweiten Gleichung 
ergeben sich unter der Voraussetzung, daß x positiv ist, die Grenzen 
a = und 6 = cx). Die allgemeine Lösung von (7) lautet also: 



00 



P^^-a^fe-'t'-'dt, {x>0), 



wo (o^ nach früherem eine willkürliche periodische Funktion von x 
mit der Periode 1 ist. — Die beiden Partikularlösungen der DiflFe- 
renzengleichung (7): 

r(a;) (Gl. (11)) und J{x) ^fe'H'-^dt 



(das sogenannte zweite £u?ersche Integral) können sich nach dem 
Vorhergehenden nur durch eine Funktion o^ unterscheiden, die der 
Bedingung o^^i = o^ genügt; wir wollen zeigen, daß a>^« 1, d. h. 
für positive x genau 

(13) V{x)=fe'H''-^dt 

ist.^) ' 

1) Schlömilch, 1., S. 242 — 243; einen anderen Beweis gab Pringsheim (Math. 
Ann. 81 (1888), 459); der Beweis von Gauß (1., D. A., S. 40) ist nicht streng; 
Tgl. Xielsen, 8., § 67. Nach den Angaben von Pringsheim (1. c. S. 458) und 
Nielsen (8., S. 145, Anm. 1) kommt die Integralform (18) für r{x) nicht früher 
als bei Poisson (Joum. de TEc. Polytechn., cah. 19, 477 (1823)) vor. — Setzt 
man in (13) t ^^ — log z, so erhält man die .EuZer sehe Integraldarstellung 
von r{x): j 

r{x)^f(\og^^y'^dz {x>0). 



Setzt man femer in (13) t = e*, so ergibt sich die Integraldarstellung: 

+ 00 

r(x)= fe"^ e^^'dz, 

— oc 

welche Gauß (1., D. A., S. 82) als die beste Definition der Gammafunktion be- 
zeichnet; vgl. Nielsen^ 8., S. 145. 
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Für beliebige positive t und p besteht die Ungleichung 

woraus folgt: 

Da ferner fElr positive t und reelle x die Potenz ^'~^= e(*-i)io«'^ wenn 
man den reellen ^^Hauptwert'^ des Logarithmus nimmt, immer positiv 
bleibt; so ist 

0<Jix)< ^ ''-''* 






oder, wenn man die Substitution 1 H == — anwendet, 

1 

0<c7"(a:)<i;'yw^-«-*(l-u)'-^dM.i) 



Nimmt man nun die beliebige positive Größe p '^ n + x, wo n eine 
beliebige positive ganze Zahl bedeutet, so ist nach einer bekannten 
IntegrtJf ormel ') : 



also 

< Jix) < (n + ^)'^(^Tf"-^^;-^-,y 

Andererseits ist, da der Integrand in J(x) positiv bleibt, 

n 

J{x)>fe-H'-^dt. 



Nun ist aber für <<n: 

t 



und daher 



n 



1) Das ist das „erste ^Wersche Integral" {Euler, 2«»., Bd. I, 213—247; 
Bd. rV, 78 — 864); diese Bezeichnungen rühren von Legendre (!•) her. 

2) Crauß, 1«, D. A., S. 39; vgl. z. B. Schlömilch, Compendium der höheren 
Analysis, 6. Aufl. (1881), Bd. I, 412. 

2« 
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durch die Substitution 1 = w wird daraus: 

n 

1 
J{x) > n'fu'' (1 —uy-^du, 



d. h. nach der obigen Integralformel: 

J(x) > n' -/- ,,', -; r • 

^ -^ x{x + 1) • • • (a; + w) 

Es ist also 

._ ^(?1 _ ^ _ . . ("L-^y-I"'^. < l'l 4- 5 \ j-^^^i 
A Ä^\* ^x(x + l)'"(x+n-^l) ^ \ ^ ny*^^"^^- 

Durch den Übergang zur Orenze für unendlich wachsende n ergibt 
sich aus diesen Ungleichungen 

r{x) = j{x). 

Die allgemeine Lösung der DifiTerenzengleichung (7) lautet also: 

worin ©^ eine periodische Funktion von x mit der Periode 1 bedeutet 
und r(x) nunmehr entweder durch den Ausdruck (11) oder (13) be- 
stimmt ist; der erstere hat den Vorzugs für aUe von und negativen 
ganzen Zahlen verschiedenen x Geltung zu besitzen, während der zweite 
nur für positive Werte von x gilt.^) 

Bestimmt man eine Pärtikularlösung der Gleichung (7) in der 
unter A angegebenen Weise dadurch, daß y^ im Intervall ^ o; < 1 
gleich einer vorgeschriebenen Funktion (p(x) sein soll, so kann die 
periodische Funktion (d(x) bei geeigneter Wahl von q)(x) in ihrem 
ganzen Verlaufe durch eine i^our/er sehe Reihe ausgedrückt werden; 
es ist nämlich für ^ a; < 1 : 

a}{x) r{x) = (p{x), d. h. (d{x) = J?^^J • 



1) Ist n eine endliche, nicht negative ganze Zahl, so gilt für —n—K^x^C—n 
die Formel von Cauchy (Exercices de Math. 11, 92 (1827); vgl. Nielsen, 8., § 68): 

» n 

r(x) =/*(«-'- Vnm'~'clt, (vn(f) = 2 ■->!-) • 
r = 

Femer existiert folgende, nach Schläfli (Math. Ann. 3 (1871), 148) zuerst von 
Weierstraß gefundene allgemein gültige Integraldarstellung: 



\{x) 2itt f 

W 



darin bezeichnet W einen Integrationsweg, welcher von — oo ausgehend sich 
unterhalb der Achse der negativen Zahlen hinzieht, den Anfangspunkt recht- 
läufig umkreist und dann oberhalb derselben Achse nach — oo zurückkehrt 
(vgl. Nielsen, 8., § 59). 
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Wählt man nun g>{0) endlich und unseren früheren Auseinander- 
setzungen gemäß 

q>{l)^[x(p(x)1^Q^0, z.B. q>{x)^{x^l)il,{x), 

wo ^(0) und ^(1) endlieh ist, so wird, da r(0) =« oo, r(l) = 1 war, 
o(l*-0) = co(0) = (vgl. Fig. 1, S. 6), und es ist daher a3{x) für 
alle Werte von x durch die Fouriersohe Reihe (3) bestimmt, worin 

1 1 

»4 «- 2 / py^ cos 2Jcnudu, 6^ = 2 / y^^^ sin 2kxudu 



ist; hierbei wird der Verlauf der Gammafunktion im Intervall bis 1 
als bekannt vorausgesetzt. 

Man kann sich die Frage vorlegen: Für welche Partikular- 
lösungen wird die periodische Funktion (d(x) eine wirkliche Eon- 
stante, z. B. gleich 1? Für diese Lösung ist die vorgeschriebene 
Funktion (p(x) selber gleich r(a;), so daß bereits bei der Festsetzung 
der Anfangsbedingung der Verlauf der Gammafunktion im Intervall 
bis 1 als bekannt vorausgesetzt werden muß. Um nun diese 
Lösungen aucb ohne Kenntnis dieses Verlaufes charakterisieren zu 
können, wollen wir noch eine zweite Art auseinandersetzen, eine 
solche Partikularlösung der Gleichung (7) festzulegen; dadurch wird 
gleichzeitig für diesen besonderen Fall eine (wie wir sehen werden^), 
praktisch anwendbare) Methode gewonnen, durch eine „Anfangs- 
bedingung^^, die hier in Form einer Grenzbedingung auftritt, die will- 
kürliche periodische Funktion a)(x) zu bestimmen. Wii; suchen näm- 
lich diejenige Partikularlösung u^ der Gleichung (7), für welche die 
Grenzbedinguug 

(14) lim --'t- , = 1 

ff = 00 (n — l)!n 

für alle Werte von x im Intervall bis 1 erfüUt ist. Nun ist aber *) 



also 



d. h. 



(n—l)!n* (n — l)!w* ' 

,. % + n V x{x + l)'"(x + n — l) 
lim ^ — - = u^ hm 

« = oo(n — l)!n' *n = oo {n — l)\n' 

lira--'^^-=» "" =1«) (0<x<l). 

«=00 (n — l)!n* r{x) ^ V — y 



Für die Partikularlösung w^, die der Grenzbedingung (14) genügt, ist 
also — zunächst für ^ a; < 1 , aber, da a {x) eine periodische 

1) Vgl. 2. Kap., ni, zweite Anwendung. 2) Vgl. Nielsen, 8., S. 12. 

8) Nimmt man allgemeiner a statt 1, so ergibt sich u^ «» aV{x), 
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Funktion von der Periode 1 ist, für alle x — die willkürliche perio- 
dische Funktion ©(a;) =» 1, d. h. u^ = V{x) ^), und wir sehen, daß in 
der Tat diese Grenzbedingung imstande ist, die Festlegung des Ver- 
laufes von M^ im Intervall bis 1 zu ersetzen.*) 

Wir erwähnen noch eine dritte Lösungsmethode der Differenzen- 
gleichung (7)'): Ist y^ eine differenzierbare Lösung derselben, so 

d log y^ 
genügt v^ = — 2 ^®^ Differenzengleichung 

^x^.i-'^x-^y (formale Lösung: v^ = ^ 1~ + ^) ' 
und diese Gleichung wird offenbar befriedigt durch 



00 



* = 

Für cj^ = — (7, worin 

C = Um (l + y + 4 + • + ^ -- log n) - 0,5772156649 . 



n = oo 



die sogenannte £t^^sche Konstante^) bedeutet, ergibt sich ins- 
besondere 



00 



(16) T(.) — (. + 2^^-*Ti)-^.--m■ 

Jt = 

Mittels der Funktion ^{x) und ihrer Ableitungen kann die Tabelle 
der unter B. angegebenen Summationen erweitert werden: es ist nämlich 

und allgemein für positive ganzzahlige h 



i^>-K')-'~l? -'-^n 



Durch die Formeln (m) und (n) ist man in den Stand gesetzt, 
die Summation einer beliebigen rationalen Funktion mittels Partial- 

1) Weierstraß, 1., S. 86; implizite bereits bei Gauß, 1., Art. 22, Gl. [47]. 

2) Eine dritte Art der eindeutigen Festlegung einer Partikularlösung durch 
^^Anfangsbedingungen*^, die aber komplexe Werte von x in Betracht zieht, findet 
sich bei Schiefer, 1., und Mellin, 3. 

3) Nielsm, 3., § 1—4; vgl. 10. Kap., I, B, 1. 

4) Euler, 2«., S. 144 (1755) u. Comment. Acad. Petrop. Bd. VII, 167 (1740); 
weitere Literatur siehe bei Nielsen, 3., § 2. 
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bruchzerlegong nnd glied weiser Sammation auszuführen.^) Besonders 
einfach gestaltet sich die Summation von 

m 

{x — d}{pc — a — 1) • • • {x — a — jj) ' 

worin f(x) eine gauze rationale Funktion n*®° Grades ist*); man braucht 
nur f{x) nach der bereits erwähnten Newtonscheu Interpolationsformel 
zu entwickeln: 

(x—ä) {x - a — l)'"{x-a — {n—IQ ) . „ w n 

dann jedes Glied einzeln durch den Nenner (a? — a) (:r — a — 1) • • • (a;— a ^p) 
zu dividieren und mittels der Formeln (a) (falls w>^), (J), (f) und 
(m) zu summ.ieren. — Die Funktionen ^(x) und V(a;) spielen eine 
gewisse Rolle in der mathematischen Physik; es sind daher Tafeln 
für diese Funktionen berechnet worden.^) 

Der Ausdruck (15) für ^(a;) führt nun in Verbindung mit der 
Anfangsbedingung r(l) = 1 auf die neue Produktdarstellung 



00 



r(x+i) 



=«-n(i+j)«""' 



dieselbe wurde zuerst von Schlömüch^) und kurz nachher von Newman^) 
gefunden; aber erst Weierstraß^) hat ihre funktionentheoretische Be- 
deutung klar erkannt und sie zum Ausgangspunkte für seine Zerlegung 
ganzer transzendenter Funktionen in Primfunktionen gemacht. 

Da die Gammafunktion für die Theorie der linearen Differenzen- 
gleichungen von fundamentaler Bedeutung ist^ so sollen hier noch 
kurz ihre wichtigsten Eigenschaften zusammengestellt werden^): Die 
Funktion r(0) hat, wie wir bereits sahen, in und den negativen ganzen 
Zahlen einfache Pole, isl aber sonst in der ganzen ;Sf- Ebene eine end- 
liche, eindeutige analytische Funktion der komplexen Variablen z, 
welche wie die Exponentialfunktion nirgends verschwindet und den 

wesentlich singularen Punkt ^ cx> besitzt, so daß j^ v eine ganze 

1) W. 2) Vgl. Markoff, I.5 W. 

a) Fflr V(a:+ 1) von Gauß, 1., D. A., S. 62—54 (der übrigens diese Funktion 
mit W{x) bezeichnet) und Knar, Grunert Archiv, 43, 168 (1865); für Y(x+1) 
und dessen reziproken Wert von Emde, Elektrotechnik u. Maschinenbau, 24, 996 
(Wien 1906), der auch Kurven aller dieser Funktionen gezeichnet hat („Funk- 
tionentafeln mit Formeln und Kurven** von Jähnke und Emde, Leipzig 1909, S. 30). 

4) SMömilch, 2. 5) Cambridge and Dublin math. Joum. 8, 67—60 (1848). 

6) Weierstraß, 2., S. 16. 

7) Nielsen^ 8.; Fciscdl, Repertorium der höheren Mathematik, D. A., I (Ana- 
lysis), Kap. XVHI, § 64. 
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transzendente Funktion mit einfachen Nullstellen in und den negativen 
ganzen ZaUen ist. — Die Funktion r(^) läßt sich in die Summe 
zweier anderen Funktionen zerlegen: 

worin 

1 eo 

1 

ist; Q(js) ist eine ganze transzendente Funktion, während P(js) 
einfache Pole besitzt. Für Q{2) besteht die Entwickelung 

ÖW = ^0 + ^1^ + Cg^* + • • •, 
worin 



00 



<^n 



n ! l"dz^ ~ J =^ n ! J ^ ' (logt)" t 



ist; für P{z) gilt der Ausdruck 

-Pw "" y "" iTöTfl) "1" 2!(ij + 2) ^ 

welcher die einfachen Pole von V{z) klar erkennen läßt.^) 

Sehr nützlich für die Berechnung der Gammafunktion ist die 
leicht zu beweisende EWersche Formel 

sowie das berühmte Gauß^a^hQ Multiplikationstheorem 

n— 1 n— 1 1 



Jfc = 



von dem wir im 2. Kap,^ lü aus der Theorie der Dififerenzenglei- 
chungen heraus einen neuen Beweis geben. Legendre^) und Hoppe^) 
haben gezeigt, wie man mittels dieser Formeln in Verbindung mit der 
Gleichung r(ir + 1) = a;r(a;) die Intervalle, für welche man die Gamma- 
funktion nur zu berechnen braucht, um ihren Gesamtverlauf zu er- 
halten, beträchtlich einschränken kann; Landau^) hat sogar bewiesen, 
daß die Gesamtlänge dieser Intervalle, deren Anzahl endlich ist, beliebig 
klein gemacht werden kann. — Numerische Tafeln für logr(a:4-l) 

1) Vgl. 10. Kap,, I, B, 5.9 auch wegen der Literaturangaben. 

2) Eiüiyr, 2»», IV, lOö (1794); Novi Comment. Acad. Petrop. 16, 186 ([1771] 
1772). 

3) Oauß^ 1., Art. 26; für n = 2 Legendre, 1., S. 486. 

4) Legendre, 3., 11, Art. 118. 

5) Hoppe, Joum. für Math. 40, 152—164 (1860). 6) Landau, 1. 
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rUmn her von Legendre^) und GonjÖ*), für log _ - toh Bessd% 
der such die ente graphische Darstellimg der Gammafunktioo ge- 
liefert hat'); die io Fig. 3 wiedei^!;egebeiie Darstellung ist dem bereits 
zitierten Bache von Jahnke und Emde enfc- .» -t -t -a -i o i a i 4 
nommen*), in welchem man auch vierstellige ' ~ 
Tafeln für r(a;+l), logr(a:-l-l) und y(a:+l) * 
sowie dreistellige Tafeln für H'(a; + 1) und ^ 
1:T(3;+1) findet.«) * 

Holder ') hat, eine Bemerkung von ^ 
Weierstraß ausführend, bewiesen, dafi die ,j 
Oammafiinktion keiner algebraischen Diffe- _j 
rentialgleichuDg genügen kann, und Barnes^) _^ 
hat diesen Beweis auf die Lösungen linearer ., 
Differenzen gleichungen erster Ordnung aus- _j 

gedehnt, deren Koeffizienten rationale Funk- —>.z 

tionen sind. Dadurch ist gezeigt, daß die '^ *' "" o«""'«*«"'» 
lin&iren Biffereneengleickungen icesenäich neue transzendente Funktionen 
definieren. 

Wir sind nuamebr imstande, mittels der Gammafunktion die all- 
gemeine LSsuug der Differenzengleichung 

worin B{x) eine rationale Funktion von x ist, anzugeben: es sei 

(a: — a,)(a: — o,)... (x — a ) 

-SW- Nx-MC,-».). ..(. -<,,)■ 
worin auch mehrere a^ oder bf einander gleich sein können; dann ist 
nach einer früheren Bemerkung'): 

r(a:-«.)r(a;-a,)...r(x-o) ><•) 
9,= a,a' ,■ ' 

' ' r{x — 6,) r(:c — 6,) . - . r(x—bg) 

Auch hier kann die eindeutige Festlegung einer Partikularlösung ent- 



1) Legendre, 1 ., S. 608—609 (von x = bis 0,6 mit dem Inten-all 0,006 auf 
7 DezimsIsteUen); 2., I (ISll), 802— SOÖ u. II (ISIT), 83—95; 8., 11 (1836), 490 
bii 499 (von x = bis 1 m. d. Interv. 0,001 auf 7 bzw. 12 Stellen). 

2) Gauß, U, D. A., S. 52—54 (für V{3:-|-1) log r(a: + l) von s = bis 1 
m. d. Interv. 0,01 anf 20 Dezimalen). 

B) Abhandlungen D (1812), 842—852 (von a; — 1 bis 2,05 m. d. Interv. 0,01 
auf 10 Stellen). 

4) 1. c. 8. 851; weniger anaführlich Sehetdcel, Dies, Bern 1894. 

5) 1. c. 8. 29. 

6) 1. c. 8. 30 für log r(x+ 1) n. V(x+ 1) von a: = bis 1 m. d. Interv. 
0,01; S. 81 farV(a; + l) von x^O bia 10 (Intervall 1) Bowie fiir r(«+l), 
T{X + 1) u. 1 : T{x + 1) Ton x = bis 1 mit dem Intervall 0,05, 

7) Holder, 1,; vgl. Nielsen, 8., Kap. Vm. 

S) Barnes, 1. 9) S. IG. 10) JUellin, 1. 
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weder durch Vorschreiben des Verlaufes derselben im Intervall 
inklusive bis 1 exklusive (vgL Abschn. A) oder durch eine Grenz- 
bedingung von der Form (14) bewirkt werden.^) 

Wegen der mannigfachen Reihenentwickelungen för die Funktionen 
r(x), log r(x) und V(a;) sowie für die Produkte von Gammafnnktionen 
vergleiche man das 10, Kap,, I, A u. B. 

D. Homogene lineare Differenzengleiohungen beliebiger Ordnung, 
deren Koeffizienten rationale Funktionen sind.') 

Nach diesen Vorbereitungen betrachten wir nun die homogene 
lineare Diflferenzengleichung n*®' Ordnung 

(16) pT y.^n + ^'^ yx+,-i + • • • + pT % - 0, 

worin P^^\ P^^\ • •, P^'*^ rationale Funktionen von x sind, die ohne 

Beschränkung der Allgemeinheit als gange rationale Funktionen voraus- 
gesetzt werden können. Auch hier definieren wir ähnlich wie in A 
eine Partikularlösung y^ der Gleichung (16) folgendermaßen: „Es 8oU 
im Intervall inJdtmve bis n exklusive y^,^ <p{x) sein, wo q){x) eine 
tmUkürlich vorgeschrid>ene eindeutige Funktion von x bedeutet" Wir 
behaupten, daß dann y^ bei geeigneter Wahl der „Anfangsfunktion" 
<p(x) für aUe endlichen Werte von x eindeutig bestimmt ist. 

Um y^ zunäcbst tiir positive x zu untersuchen, machen wir, um die 

linke Seite der Gleichung (16) von P^ zu befreien, falls 

ist, die Substitution 

(1«) Vx'^ f^x — a^'-n + l)r{x — a^'-n+l).. TTix — a^ — n + 1) ' 

dann resultiert nach Multiplikation der beiden Seiten von (16) mit 
r{x — a^) r(x — a^) . , . r (x — a^) für u^ eine Gleichung von der Form 

(18) «.+„ +p':' «.,„_, + • • • +p^x = 0, 

worin p^^\ . . ., jp^'*^ ganee rationale Funktionen von x sind. 

Um nun für die zur Lösung y^ gehörige „Anfangsfunktion*^ y(^) 
eine geeignete Wahl zu treflfen, gehen wir von der Gleichung (18) 
aus und wählen die zu der entsprechenden Lösung u^ gehörige An- 



1) MeUin, 1. 

2) Wallenherg, 6.; vgl. Lacroix, 1., § 418—420; Markoff, 1. für komplexe 
Variable Pincherle (u. Ämdldt), 9., Kap. X. 

3) Der Koeffizient von af darf gleich 1 vorausgesetzt werden; mehrere der 
— ev. komplexen — Größen a^ können einander gleich sein. 
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fangsfunktion ^{x) im Intervall bis n (inklusive) eindeutig, endlieh 
und stetig; dann ist auch die nach (17) mit tl^(x) durch die Gleichung 

r 

^{x) =- tl}{x) : ££ r(x — a^— w + 1) 

verbundene Funktion q>(x) in dem angegebenen Intervall eindeutig, 
endlich und stetig, da die eindeutige analytische Funktion 1 : r(^) für 
keinen endlichen Wert von z unendlich groß wird. — Aus (18) ergibt 
sich nun für jeden nicht negativen Wert von x ein bestimmter end- 
licher Wert von u^: Es ist nämlich u^ = ilf(x) fiir ^ a; < w, während 
man für jeden Wert von x, der ^ n ist, d. h. für rr = w + a 
(iH > » die größte in x enthaltene ganze Zahl, < a < 1) den zu- 
gehörigen Wert von u^ sukzessive aus den Gleichungen 

(Jfc = 0, 1, 2, ...) 
linear durch u^ « ^(a), u^^^ = ^(a + 1), . . ., w^^^_j « rlj{a + n — 1) 

ausdrücken kann; da die ^j^ ganze rationale Funktionen von x sind 

und i){x) im Intervall bis n endlich ist, so sind auch alle diese 
Werte von u^ endlich (einige ev. gleich NuU). 

Um die einzig möglichen Unstetigkeiten von u^^ bei x ^ n (und 
daher auch in den „kongruenten*^ Punkten a; = 2n, 3n, . . .) zu ver- 
meiden, muß man es so einzurichten suchen, daß u^»^(n) wird, 
also^ da 

= - \j?^^'H{n - 1) + p^^)^{n - 2) + . . • + p^^^Hm 
ist, 

^(n) = - [p^^H{n-l) +p^i^)jt^{n-2) -f • • • +i>o^«V(0)] 

wählen, was stets leicht zu erreichen ist: mali hat nur, falls ^(ar) 
diese Bedingung nicht schon erfüllen sollte, statt i^{x) die Anfangs- 
funktion f(x) = ^(a?) — a zu nehmen, worin 

ist; wenn 

ist, wählt man am besten f{x) als periodische Funktion mit der 
Periode 1 oder tl;(x) '=» a + bx^x—l) - - - (x — n),^) 

Vermöge der Beziehung (17) ist nunmehr auch die der Funk- 
tion M^ entsprechende Partikularlösung y, der Gleichung (16) für alle 
positiven Werte von x (inklusive 0) eindeutig, endlich und stetig. 

1) Vgl. auch 2. Kap., U, A. 
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Um den Verlauf von y^ auch fiir negative Werte von x zu unter- 
suchen, machen wir, um die Gleichung (16) von P^{x) zu befreien^ 
falls (nach Division der Gleichung (16) durch einen konstanten Faktor) 



p':'-n(.^-h) 



*=1 



ist; die Substitution 

(19) y.=YJn^-h)-v.\ 



k = l 



dann geht die Gleichung (16) nach Division durch P^^ • I /r(rc — fcj 
über in *=i 

(20) 3i%,,. + !?f f.+«-x + • • • + «i""''«'.^! + «. = 0, 

worin die q^*^ ganze rationale Funktionen von x sind. 

Im Tntervall bis n (inklusive) ^) ist die der Lösung y^ von (16) 
bzw. der Lösung u^ von (18) entsprechende Lösung v^ von (20) 
gleich x{^)f ^^ °*^^ (19) ^^^ (l*^) 

/^^ Vipc) •_ t^(a:) 



r 



* = 1 * = 1 * = 1 

ist; so daß auch x(x) in dem angegebenen Intervall eindeutig, endlich 
und stetig ist. 

Nun läßt sich wieder v^. für jeden negativen Wert von x 
(a; = — f» + a, m positive ganze Zahl, 0^a<l) sukzessive aus den 
Gleichungen 

• (/c^ 1,2,3,...) 

linear durch i;„ - ;c(a); «^a+i = %(« + 1). • • •» «^a + n-i = x{^ + ^^-^) 
ausdrücken, und da xip^) ^^ Intervall bis n eindeutig, endlich und 
stetig ist, so entspricht jedem (negativen) Wert von x ein endlicher 
Wert von v^ (der eventuell Null sein kann); ferner übersieht man 
sofort, daß v^ für negative x nirgends, auch nicht in den Punkten 
— 0, — n, — 2», ..., unstetig wird. — Dagegen kann hier y^ in den 
Punkten a: = fr^— wt ') (Ä; = 1, 2, . . ., s; m = 0, 1,2,.. .) unendlich 
werden, ja auch unbestimmt von der Form oo - 0; wählt man jedoch 
ilf{x) und daher auch x(x) als analytische Funktion von x, die im 

1) Da wir 7^(w) = ii„ gemacht hatten. 

2) Nur die reellen hj^ kommen für uns in Betracht und nur die Punkte 
bjg — m < 0. 



II. H.l.Differenzengleichuiigen belieb. Ordnung. Existenz einer PartikularlÖBung. 29 

« 

Intervall bis n keinen wesentlich singulären Punkt besitzt, so kann 
diese Unbestimmtheit stets gehoben werden. Dieser Übelstand kann 
aber auch dadurch yermieden werden, daß man von yornherein nicht 
die Losung y^, sondern die Funktion 

betrachtet, welche ebenfalls eine Lösung der Gleichung (16) darstellt, 
da der Faktor Ton y^ eine periodische Funktion von x mit der Periode 1 
ist (natürlich multiplizieren sich auch die Anfangsfanktionen (p(,x) 
bzw. ijjCß) und xi^) i^^t diesem Faktor). Da die Funktion 

j j sin 2ä {x — 6J r{x — 6;^) 

für alle endlichen Werte von x endlich bleibt, so haben wir in i;^ 
eine Partikularlösung der vorgelegten Gleichung (16) gewonnen, welche 
für alle endlichen Werte von x eindeutig, endlich und stetig ist. 

Wir haben gefunden, daß für eine homogene lineare Differenzen- 
gleichung, deren Eoffizienten rationale Funktionen sind, stets Partikular- 
lösungen existieren, die durch ihre Anfangsfunktion vollständig in 
eindeutiger Weise bestimmt sind, insofern — unter Voraussetzung 
der Kenntnis der Funktionen r{z) und sin ;ef — zu jedem (reellen) 
endlichen Wert von x der zugehörige Wert von y, durch eine endliehe 
Anzahl elementarer Rechenoperationen eindeutig bestimmt werden kann; 
und zwar ergibt sich aus unseren Betrachtungen, daß man durch ge- 
eignete Wahl der Anfangsfunktion stets Partikularlösungen erhält, 
die für alle endlichen (reellen) Werte von x eindeutig, endlich und 
stetig sind. Damit ist die Existenzfrage als erledigt anzusehen.^) — 
Eine ganz andere Frage ist die Darstellung der Lösungen einer linearen 
Differenzengleichung durch analytische Ausdrücke. Dieses Problem wird, 
soweit es bis jetzt gelöst ist, im zweiten Teile mit Berücksichtigung 
der neuesten, bis in das Jahr 1910 reichenden Arbeiten eine ausführ- 
liche Behandlung finden. 

Zum Schluß noch ein Wort über die Berechtigung, die Wahl 
der Anfangsfunktion q){x) für eine Partikidarlösung ohne Beeinträch- 
tigung der Allgemeinheit in der Weise zu beschränken, wie wir es 
oben getan haben; diese Berechtigung erhellt aus der folgenden Be- 
merkung: wie wir im nächsten Kapitel sehen werden, läßt sich die 

1) Zunächst für den Fall, dafi die unabhängige Veränderliche x reell ist; 
die Betrachtang kann aber anf komplexe Variable z^=^x-\-y% ausgedehnt werden, 
indem man die Werte der Anfangsfunktion überall in dem durch ^ o; < 1 be- 
stimmten Parallelstreifen der 2: -Ebene yorschreibt (vgl. Piticherle (u. Ämaldi) 9., 
Kap. X). 
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allgemeine Lösung 4/^ der Gleichung (16) durch n beliebige (linear un- 
abhängige) Partikulärlösungen yj^^\ y^\ . . . , y^"^ in folgender Form 
darstellen: 

worin die cd^*^ willkürliche periodische Funktionen von x mit der 
Periode 1 sind. Aus unseren Auseinandersetzungen geht noch hervor^ 
daß die etwaigen Pole einer Lösung y^ in die periodischen Funk- 
tionen (b^ venegt werden können. 

Beispid^): 

_ 1 

Vx + l ~x ^*' 

es soU diejenige Partikularlösung y^ bestimmt werden, die im Inter- 
vall (inklusive) bis 1 (exklusive) gleich x ist. Es wird 



Setzt man 



dy 



y,(x) = x{x + l)"(x + k), (Z: = 0, 1,2,...) und ^^y 



dx 



so ist 



y;(-*) = y;+i(-Ä)-(-i)*i-!; 

daher sind in den Punkten 0, — 1, —2, ... auch die Tangenten- 
richtungen stetig. Figur 4. gibt ein Bild der so entstehenden Kurve, 
die also eine bestimmte Pariikularlösung der obigen Differenzen- 
gleichung darstellt. 

Hier ist übrigens, wenn man die Kenntnis der Gammafonktion 
voraussetzt, auch eine analytische Darstellung der oben bestimmten 



im Intervall 




bis 1 : 


y.-x, (y^-[.y'Lrl--Lo'^) 


79 ff 




1 bis 2 : 


y.-i, 


V ff 




2 bis 3 : 


1 


ff ff 




3 bis 4 : 


1 

^« («-!)(« — 2)' 


1} ff 




Ä: bis Ä + 1 : 


y* °° '(x-i){x-i)-(x-k+iy (*-2,3,...)- 


Femer wird 




im Intervall 




bis 1 : 


y^-x{x + l), 


ff w 




- 1 bis - 2 : 


y,^xix + l){x + 2), 


ff jf 


(k. 


— 1) bis — Ä : 


y^-x(x + l)---ix+}c),{k-l,2,3,...). 



1) Wdllenherg, 6,, Nr. 2. 



n. Existenz einer PartikularlÖBung. Beispiel. 
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Partikularlösung durch eine FourierBche Reihe möglich: Die allge- 
meine Lösung unserer Differenzengleichung lautet nämlich 



Vx 



a){x) 
Yix) 



die willkürliche periodische Funktion gj(x) mit der Periode 1 wird 




Fig. 4. 



fiir aUe x bestimmt durch die Bedingung y^. = rc für ^ rc < 1 : 

(o{x)^xV{x)=^V{x + l) für 0^a:<l^), 



also 



00 



(o{x) = Y^o+ /, ^k ^^ ^Tc^x + ^ hj^ sin 2Tc%x, 



ibsl 



worin 



2 



a^ == 2 / r(M) cos 2'knudu, b^^ 2 j r(u) sin 2k7cudu 
1 1 

ist. — Ähnlich zu behandeln ist die Gleichung yx+i'^^Vx ™^^ ^^^ 
Anfangsbedingung y^ = a; — 1 für ^ o? < 1 . 

1) Dft eineiseits (»(1) = ©(0) = r(l) = 1, andererseits auch r(2) = l ist 
(vgl. Fig. 8), so findet bei x^^l keine Unterbrechung der Stetigkeit statt, sodaß 
a}(x) wirklich f&r alle x durch die Foiin^rsche Eeihe dargestellt wird. 



Zweites Kapitel. 

Formale Theorien. 1. Teil, 



L Allgemeine Sätze Über Dlfferenzendeterminanteii. 

Bevor wir in die formale Theorie der linearen Differenzen- 
gleichongen selber eintreten , d. h. in die Analogien mit den alge- 
braischen äleichnngen nnd die entsprechenden weitgehenden Analogien 
mit den linearen Differentialgleichungen^ stellen wir einige Sätze über 
Differenzendeterminanten auf; die auch unabhängig von der Theorie 
der linearen Differenzengleichungen Geltung haben. 

In der Theorie der linearen Differentialgleichungen spielt eine 
große Rolle die sogenannte Wronski Bche Determinante 



2) = 



Vi 



y% 



••• y« 

• • • Vn 



Vi 



(n-l) yg(»-l) . . . y («-1) 



Eine ähnliche Rolle spielt in der Theorie der linearen Differenzen- 
gleichungen die Differenzendeterminante 



(1) 



(«) 



y 



(«) 







^W^^,yi%...yr) = 



(")\ _ i A« 



(1) 



Ay 



(8) 



■ • • 



Ay 



X 



A-Vf 



n-l , (2) 



• • • 



n-l (n) 



(1) .,(2) 



welche wir kurz die ^^Determinante der n Funlctiatien y^ y vl } - • -} V, 
nennen wollen. Da 

^Vx-Vx^i-yxy ^^yx = yx+i-^yx^i + yx, •••? 
A*yx - yx+*- *iyx+*-i + hyx+k^i + (- ^Yvx 



,(») 



et 



1) yj*^ bedeutet nicht die fc** Ableitung von y^, sondern die k** Funktion yj^ix) ; 
ein Mißverständnis ist ausgeschlossen, da im folgenden Ableitungen zunächst 
überhaupt nicht vorkommen. 
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ist, worin die k^ Binomialkoeffizienten bedeuten, so folgt leicht durch 
bekannte Determinantenreduktionen ^) : 



(1) ., W 



i>(y^\yT,---,y':')'\^'-^ ^-^ 



ifxi-n-1 ^jc+n-l 



(") 

I yx^i-i ' 

■ 

(«) ;(Ä;,i==l,2,...,n) 
"« + « - 1 I 



diese Form wollen wir von jetzt an gewöhnlich festhalten. 

£b sollen nun einige der wichtigsten Eigenschaften dieser Deter- 
minante abgeleitet werden. 

A. Der Sats von Casorati^: 

Das identisclie Verschwinden der Determinante D(y^\ y^^\ . . ., y^^\ 
ist die notwendige und hinreichende Bedingung für die lineare Abhängig- 
keit der van Null verschiedenen Funktionen y^^\ y^\ ..., y^^\ d. h. für 
das Bestehen einer Relation 



CD. 



1 yi" + «, yf + • • • + <», yi"^ = o, 



worin m^, o,, . . ., o^ periodische Funktionen von der Feriode 1 sind, 
die nickt sämtlich verschwinden,^) 
Beweis: Ist 



SO ist auch 



(O, 






^^y^\ 1 + ^^y^\ 1 H h ö y!"! , = O: 

und da G}|; (üg, . . ., G},^ nicht sämtlich verschwinden, so muß 

Hy^\yT,-,y^')-^ 

sein; die Bedingung ist also notwendig. 

Ist umgekehrt D(y«, yf\ . . ., yf ) = 0, so seien u]^\ «f , ..., m^' 
die zur letzten Zeile von D gehörigen Unterdeterminanten, von denen 

1) Siehe z. B. Baltzer, Theorie und Anwendong der Determinanten (Leipzig 
1881, 5. Aufl.)i S. 19 ff. (§ 3, 7). 

2) Casorati, 1* 

3) Solche periodischen Funktionen von der Periode 1 spielen in der Theorie 
der Differenzengleichungen naturgemäß die Rolle von Konstanten und sollen 
daher von nun an zur Abkürzung ohne Index x geschrieben, als „Konstanten'^ 
mj^ bezeichnet und durch die Anfuhrungsstriche von wirklichen Konstanten unter- 
schieden werden. 

Wallenberg: Lineare Dlfferenzengleichangen. 3 
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2. Kap. Formale Theorien. 1. Teil. 



man voraussetzen darf^ daß sie nicht sämtlich verschwinden, da sonst 
aus ti^"^ = I){v^\ yf^y . . ., y^"~*^) =0 der folgende Beweis schon 
die lineare Abhängigkeit der (von Null verschiedenen) Funktionen 



y^\ yf ; 


' • • • 7 Vx 


ergeben würde usf. 


Dann ist 






( (0 (1) 

^x ^x 


+ «fyf +•• 


. + „fj^-) 


= 0, 


(1) ■ 


"'x 9x+l 

• • ■ • 


+ «fyi^ +•• 


■+-!:'yi:u 


= 0, 



. **x ^x+n-l + *** Vx+n-l + '-'+^x Vx^n-l = ^ C= ^> ) 

Ferner sind h^*! ,, t*^'! ,,..., w^"!, bis auf den Faktor (-1)'-' die 
zur ersten Zeile von D gehörigen Unterdeterminanten, also 

= (=(-l)-'i)), 



(2) 



(1) ..(0 



^^ %^\yx 

(2) ..(2) 









(1) -,(0 



(2) ,.(2) 



(«) ..(») 



Aus den Gleichungen (1) und (2) folgt 



u 



u 



also 



(2) 

(1) 
x + 1 



U 



U 



(2) 
r 

(1) ' 



ti 



(8) 
'ä4- 1 



U 



U 



(1) 
x + 1 



W 



(3) 

X 

(1) ' 



U 



t« 



x + l 



u 



u 






u 



(*) 



-JoJ^yk (it = 2, 3, ...,«), 



worin die ^^^ ^^Konstanten^^ sind, die nicht sämtlich verschwinden; 
setzt man noch y^^ ^ "~^? ^^ ergibt sich aus der ersten Gleichung des 
Systems (1) die zu beweisende Relation 



(0 



(2) 



(«) 



B. Sätze von Bortolotti*) und Wallenberg, ') 



Es ist 






1) Baltzer, Determinanten, S. 18 (§ 8, 2). 

2) Bortohtti, 2. 3) Wallenberg, «., Nr. 1. 



I. Allgemeine Sätze über Dififerenzendeterminanten. B. 
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Die allgemeine Formel findet man leicht durcli Induktion und be- 
stätigt ihre Richtigkeit durch den Schlufi ron k auf k + 1. Mit Hilfe 
dieser Formel ergibt sich nach dem bekannten Satze über die Multi- 
plikation zweier Determinanten *) 



y, Ay, A»y, 
; y.+i 2Ay,^.i 

■ • • 





»-1. 



y 



(1) 



y 



(«) 



,(») 



(";')A-^y,^, A.vi" Ay^ 



^y 



(«) 



y 



z+«-l 



(l) 

0) 

X 

(1) 

x^x 



y,y 

^y.y 

^*y.y 



ifx*fi 



(2) 



*•'« 



Ay^y 



w 



a:*'* 



A*y«y 



(«) 



X'i'» 



d. h. 



A"-V.yi" A-»« « 



(») 



(») 



y.yr ' 

Ay.yr 



A»y 



(») 

X 



^«-lyW 



AVy: 



x»'x 



n-l 



A"-^y,yi"> 



^(y.yf,y,yf,...,y,yr)=J7^«--^(y''y''-'^i"r*) 

r = 

Setzt man hierin y. = -.^ , so erhält man 

yx 

,._Q \ i^ar "x ifx ' 

Nun ist aber 



-,(1) 1/(1) -;(1) ^'y?X yVx )^ 

"x "x "x + 1 



setzt man daher D (yj^\ y^''^) = u^^\ so wird 



(t/V*-' 1/W «iW\ ^ 
Ailf- t^l' _ A^ ) _ __ _ ^ 7)/«(^) *.(«) ,,(«)\ 

Xjf 2fa; + rya? + r + l 



r = 



also ans (3): 

(4) i>{y^ yT, -, y^) = ~ - - 1> («f , -T, ■ ■ ■, «f)- 

r=l 



1) BaJizer, DeteiminanteD, S. 58 (§ 6, 4). 

2) BcUizer, Determinanten, S. 16 (§ 3, 3). 
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Besondere Fälle sind: 

r = l 

Durch Eombination dieser Gleichungen mit (4) ergibt sich 

D(D(y'^\yf,y^), D(y^\yf,yf), ..., D(yf,yf,y^)} 



n-8 

/7 

r=l 



/Z^(yi'i.yÄr) 



So fortfahrend gelangt man schließlich zu dem folgenden allgemeinen 
Theorem^): 

Sind die Funktionen v^^\ v^\ . . ., t?^^; w^^\ w^\ . . ., w^^ gegeben 

und ist 



50 ist 

Ti(giX) .(2) ^(»'h 



r=l 



Wir ziehen noch eine andere wichtige Folgemng aus Gleichung (3): 
Setzt man nämlich 

t/W 
^-lir'-yi'*"^ (fr = 2,3,...,n), 

so erhält man in derselben Weise: 



r = 



1) Bortolotti, 2. 
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Setzt man weiter 



Vx 



(s*) 



y':' 



y. 



(»*) 



yf^ 



yf*-«>, (Ä; = 2,3,...,n-1), 



-.vf-'\ (fc = 2,3,...,n-2), 



(» - *k) 

(n-20 ä'« 



A-^^^^^ = wl"~'*-", (A = 2,3), 



(» - li) ~" Vx f 



^ ^« _ ..(»i) 



SO erhält man ähnliche Gleichungen, aus denen sich folgende wichtige 
Formel ergibt^): 

(6) 



2>W'Uf.-,yr) 



n-l 



«-S 



it-3 



= Uy-iny-illyür riy-^r' i:'. 



r = 



r = 



r-O 



r = 



von der wir später (3. Kap., I, GL (6)) noch eine Anwendung machen 
werden. 

C. Adjungierte Funktionensysteme. 

In der Theorie der Determinanten pflegt man ein Element a^ einer 
Determinante a,. 1 und die zugehörige Unterdeterminante a. ;,adjungiert^^ 
oder a^^ die „Adjunkte" zu a,. zu nennen.*) Ist nun ein System von 

linear unabhängigen Funktionen yj'\ y^'\ . . . , y^^ gegeben, so werden 
wir in der von Null verschiedenen Determinante dieser Funktionen 



y 



^w^uf,.-.,yr) 



X 

^x + 



y 



(i) 



••• y. 



(«) 



(2) 

ylU 



y 



X4- l 



1/^^^ !/(-) ... «("> 

"x+n-1 "x + n-l i'x + n-l 



als „Adjungierte" ;2rj'*^ zu y^!|.;_i nicht die zu yj*j,._i gehörige Unter- 
determinante selber, sondern diese, dividiert durch D, bezeichnen, also 

dD 






1) Wdllenberg, 6, Nr. 1. 

2) Cauchy, Journ. de Tßc. Polytecbn. 17, 64 (1815); vgl. Baltzer, Determ., 
S. 10 (§ 2, 6). 
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In der Theorie der Differenzengleichungen spielen eine wichtige 
Bolle insbesondere die Adjungierten der letzten Zeile jp^**^ (ä:==1,2, ...,n), 
die wir daher kurz die Adjungierten von y^^ nennen und einfach 
mit z bezeichnen wollen.^) Es ist also 

X / 

^' ' i>«,-x ^ . i>'(yi".yf.:...yi"')"' 

Wir stellen nun einige Beziehungen auf^ welche zwischen einem 

Funktionensystem y^^ (Ä;=l, 2, . . .,n) und dem adjungierten System e^^ 

bestehen und welche uns später von Nutzen sein werden. Zunächst 
ergibt sich aus elementaren Determinantensätzen unmittelbar 



0, wenn A: < n — 1 , 
.1, wenn /: ^ n — 1 . 



(8) 'iV!.+'fyi*i.+---+cy">.-i 

(Ä; = 0, 1, 2,...,«-l) 
Wendet man auf die zweite dieser Gleichungen die Operation 



-D-X=^w*-i; 



auf die dritte die Operation D"*, . . ., auf die n^ die Operation 
/)-(»«-i) an, so erhält man 

W y, ^.-*-t-y, «,_ii- t-y, «^_t \1, wenn ä»w- l. 



(10) 



(* = 0, 1,2, ...,n- 


-1) 








Daraiifl folgt, wenn 


"'^ 




^r 


" ^x 


i)_,(z«,.f,...,.r) 


• 




• 


• • • « 

• • • • 




x-n 


+ 1 




• • • Ä 

^x-n + l 



gesetzt wird, daß auch D__^ lj8^\ /^\ ..., £f^"^) von Null verschieden 

ist, da in der letzten der Gleichungen (9) rechts 1 steht, und es er- 
gibt sich 

1) Die eigentlichen Adjungierten zu den y^^ sind nach unserer obigen 
Definition die durch B dividierten Adjunkten der ersten Zeile z^'^^'^ es besteht 
aber, wie der Anblick der Determinante B lehrt, die einfache Beziehung 

4'*' = (- 1)"- ' \^- 4*1 1 (fc = 1. 2, . . ., ..)■ 



I. Allgemeine Sätze über Differenzeudeterzninauten. C. 
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Die beiden adjungierten Funktionensysteme 

yf und ^f (Je - 1, 2, . . ., n) 

zeigen also ein vollkommen reziprokes Verhalten. Aus den Glei- 
chungen (8) folgt allgemeiner durch sukzessive Anwendung der Ope- 
ration Du^^u^^^ und der inversen Operation 2)~^m^=m^_i, wenn man 






r = l 



V 



setzt: 
(12) 


1% 


0, wenn < a 

1 , wenn a — ß 


-^<n-l, 
= n — 1. 


t 

Mit Berücksichtigung dieser Relationen erhält man durch Multipli- 
kation nach Zeilen^) 


i^X ^x ^x ^x 


...0 •O 


^x+k-l ' y^+jt-l y«+*-i '^x+t-l 


1 • 

'o 


.. 1 •0 




1 X 

1 


« X X 


• •••• • ••■• 

ifx-hn-l l^x-^-n-l^x+n-l ^x+ti-I 


^(1) -(*) -(* + « ^(H) 

1 x-n+*+l *-n+*+l*^ar-n+*+l *^a:-ji+ifc+l 


« 


Vx "Vx 


O-O 






m • ■ ■ ■ 


o-o 






,,(1) ,/t) 
^x+Jb Vx^-k 


0-- 1 








• _ - _ - 


■ » ■ ■ 

. . . M^*^ 


1 -o 





oder 

(13) D (e yf . • • •> yf) • ^-1 (^r '^. ^r^ • • - ^r') 

(n-*)(n-ifc-l) 

= (-1) ^ ■B{y'^\yT,...,y'!:y). 

Insbesondere folgt für Ä: =» die wichtige Relation 

(14) D(yf , yf, . . ., y^) ■ ^-x W^ ^f , • • ■> ^l") = (" 1)"'"*"' '). 



1) Baltzer, Determinanten, S. 54 (§ 6, 4). 

2) Bortohtti, 2. , 8. 
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welche die Reziprozität der beiden adjungierten Fnnktionensysteme 
y^*^ und z^^ (A; =» 1, 2, . . ., n) in ein helles Licht setzt. 
Beispiel: 

(1) 1 (2) (3) X{X—1) 



X 



^(yr>yr,yf)- i*+i 



'X 

x(x— 1) 
2 

{x+l)x 



1 X — 

2 



= 1 



X 



= 1; 






^':'- 


^ x^x—i) 
j ^ 2 x(x+l) i 
. . {x+l)x '2 ' ^ 

(S) ^l ^+1 

;i x+2 


= 1; 


- 


. x{x—l) 
•i 

. {x + i)x 
2 




x(x+\) 
2 




X 1 




^-.(-:^-f,-f) ^"^/^" 


— 


05+1 l] 

1 




■(a;-2)(x-l) 
1 2 

1 




■X + 2 1 

1 




■a;(a;+l) 

2 ^ 


1 


1 




, -a: 1 





--1, 




,-j; + 1 


[ 1 








= — X 



also 



i>(j/r,yf,vn-^-.W"-r,-f)--i- 



IL Fundamentalsysteme. 

A. Definition eines Fundamentalsystems von Lösnngen einer 
homogenen linearen Differensengleichnng. 

Unter einem Fundamentalsystem von Lösungen oder Integralen 
einer homogenen linearen Differenzengleichung 



.(» - 1) 



.(0). 



versteht man n linear unabhängige Partikularlösungen y^^\ y , ...,y , 



1) Das Zeichen .^ bedeutet ,,identi8oh gleich^^, das Zeichen ^ ,i ver- 
schieden von". 



ir. Fandamentalsysteme. 
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d. fa. solche Losungen^ zwischen denen keine homogene lineare Relation 



o»iyl*^ + «,yf + 



(«) 



+ ".^^-0 



besteht, worin die co^ „Konstanten'^, d. h. periodische Funktionen von 
der Periode 1 sind, die nicht sämüich verschwinden. 

Für den Fall, daß die Koeffizienten p^^ rationale Funktionen 

Ton X sind, die dann nach den Ausführungen im 1. Kap., II, D als 
ganze Funktionen vorausgesetzt werden können, haben wir die Existenz 
einer Partikularlösung nachgewiesen, und wir werden sofort sehen, 
wie wir durch passende Wahl der Anfangsbedingungen stets ein 
solches Fnndamentalsystem herstellen können. Aus dem Satze von 
Casorati (2. Kap., I, A) folgt, daß die Determinante der Lösungen eines 
Fundamentalsystems 



(2) i>{i:\ vT, . . ; yr) = 



y^' 




yf 


■ • ' Vx 


1 




i:u 






-1 




-1 J'ar + ji-l 



und mir eines solchen nicht identisch verschwindet, so daß auch das 
Nichiverschwinden dieser Determinante als Definition des Fundamental- 
stfstemes gelten kann. Bestimmen wir nun n Partikularlösungen 



J'^^ yf . • • •. yf <i«™*, daß 



y,a)= 1, y^(i)= 0, y,(»= 0, . . , y;»l, = 0, 

yo«*^= 0, y,w= 1, y/'= 0, . . , y„<»i, = 0, 



ist, so wird 



110 

!o 1 

Diyo^'\ yo<% • • •, yo^'^) =001 



m » 







> y«-i 









1; 



also verschwindet die Determinante (2) sicher nicht identisch, d. h. die 
so gewählten Partikularlösungen bilden ein Fnndamentalsystem.^) 

Man erreicht dies am besten, indem man y^^^ (r = 1, 2, . . ., n) 

nach den im 1. Kap., II, D auseinandergesetzten Prinzipien auf folgende 



1) Markoff ^ 1; Pinchcrie (u. Amaldi), 9. 
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Weise bestimmt^): Es soll im Intervall x =^0 (inkl.) bis a; = n (exkl.) 

yr''=Ä(«*^+A), (A-=o,i,..,»-i) 



sein, worin 



f(x) « x(x — 1) . . . (a: — w -j- 1) 
ist, während ccj^ und ßj^ durch die Qleichungen 

bestimmt werden (die zweite Gleichung bewirkt die Stetigkeit der 
Partikularlösung y^^ im Punkte x =^ n und daher in allen Punkten); 
aus denselben ergibt sich 

^ _ _ Pi'^ 1__ . n *!>(*) 

*** 'ff^\ /'« _ z•^ z' /'^^ > r* r*. _ z- , /• v^^ ' 



und diese Bestimmung ist stets möglich, da /'(w)(=n!), /"(^) ^^^^d 
n — Ä von Null verschieden sind. 

Ist y^^ eine Lösung der Qleichung (1), so ist auch G)^y^^\ worin 

(D| eine „Konstante^' bedeutet, eine Lösung; denn es ist 

Sind ferner y^^^ und y^^ zwei Lösungen der Gleichung (1), so ist auch 
Vx "1" y» ®^^® Lösung; denn es ist 

Daraus folgt, daß, wenn y^\ y^^\ . . ., y^"^ Lösungen der Glei- 
chung (1) sind, auch 

(3) y,=-«'iyr + ««yf+-- + '^,yf 



eine Lösung der Gleichung (1) ist, worin die dj^ beliebige periodische 
Funktionen von der Periode 1 sind. In der Tat ist 

= «'iP(yi'') + ««P(yf j + • • • + '^,P{yf) = o. 

Ist umgekehrt iy^ eine beliebige Lösung der Gleichung (1), so ist, 
wenn die Lösungen y^^\ y^\ . . ., y^^ ein Fundamentalsystem bilden: 

1) Wallenherg, 6, Nr. 2. 



II. Fundamentalsysteme. 
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Denn ans dem Bestehen der Gleichungen 






folgt, da die Größen p^^\ p^J\ 
sind, daß die Determinante 



+ iZn-^ (* = l,2,...,n) 

., 1 sicher nicht alle gleich Null 



(5) 



^6) 



V, Vx+i ■ ■ 


• Vx+n 


i^x !fx + l 


^x+n 


Jx "x + 1 


i^Ä + n 


eh der Vorar 


issetznn^ 


Vx y^+i • •• 


i'Ä + ii-l 


Vx yx+i" 




Vx Vx^-l ' ' ' 









+ 



ist. Daraus ergibt sich aber nach dem Satze yon Casorati das Be- 
stehen der Relation (4). 

Ist im Intervall (inkl.) bis n (exkl.) 

SO lassen sich durch diese Anfangsbedingungen die periodischen Funk- 
tionen (Oj^ für ^ :t: < 1 aus den Gleichungen 

»l9^l(^+l) +029l(^+l) +'" + ^n9n{^ + ^) =9(^+1); 



wegen (6) berechnen und sind daher als periodische Funktionen von 
der Periode 1 für alle Werte von x bestimmt.^) 

Die Bedeutung des Fundamentalsystems liegt darin , daß jede 
Lösung der Gleichung (1) sich durch die Elemente desselben linear 
ausdrucken läßt^ so daß in dem Ausdruck 



(3) 



y, - «»1?"' + «»«yf + • • • + «»»]"'» 



falls man den „Konstanten" ca^ ihre volle WiUkUrlichkeit läßt, sämt- 



1) W. 
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liehe Lösungen der Gleichung (l) enthalten sind; der Ausdruck (3) 
heißt daher die dllgemeine Lösung der Gleichung (1); z.B. ist (o^y^^ 
die allgemeine Lösung einer Differenzengleichung erster Ordnung. 

B. Besiehungen swisohen zwei Fundamentalsystemen. 

Sind u^^ und v^^ (Ä« 1, 2, .. .,n) zwei Fundamentalsysteme von 
Lösungen der Gleichung (1), so ist nach dem eben Gesagten einerseits 

andererseits 

worin die a^ imd ß^, ,,Eonstanten'' bedeuten. Daraus folgt^ daß die 
Determinanten | a^ \ und \ß^ \ (Ä; » 1, 2^ . . .^ n) von Null verschieden sind. 

Ist umgekehrt u^^ (Ä= 1, 2, ..., w) ein Fundamentalsystem und 
I a^. I + 0, so ist auch v^^ (Ä = 1, 2, . . ., n) ein Fundamentalsystem. 

Es besteht nämlich der allgemeinere Satz: Ist u^^ (/:» l,2^...,n) 
ein Fundamentalsysteni und sind v^ , v^\ . . ., v^'^ (m ^ n) lineare 
homogene Funktionen mit ,,konstanten^^ Koeffizienten von irgendwelchen 
m Elementen u^\ u^\ . . ., u^' dersdben, nämlich 

(7) ,; « = a,«i" + «. «f + • . . + a,^uW (i- 1, 2, . . ., m) 

mit der Bedingung | a. | + (i, r = 1, 2, . . ,, m), so bilden auch die 
Lösungen v^\ v^\ . . ., v^"'\ u^^^^\ . . ., u^"^ ein Fundamentalsysiem,^) 
Bestünde nämlich eine Gleichung von der Form 



GJ. V 



(1) I ^ „Wi L^ .,(»0 I ^ >.> + i) I I .. .M 



1 X 



+«'*c+-+«',„«r + «>.+x«r^'+--+«'.«r=o, 



worin die co^, o^; . • .^ co„ ^^Eonstanten'^ bedeuten^ die nicht sämtlich 
gleich Null sind, so würde aus dieser Gleichung, wenn man für die 

v^\ . . ., v^ ihre Ausdrücke aus den Gleichungen (7) einsetzt, eine 

homogene lineare Beziehung zwischen den Elementen u^^\ . . ., u^"*^ 

des gegebenen Fundamentalsystems folgen; es müßten daher alle 
Koeffizienten dieser Beziehung verschwinden, also 



tu 



(8) ^m,a,^=0{r=l,2,...,u,) 

1) Vgl. L. Schlesinger', Handbuch der Theorie der linearen Differential- 
gleichungen (Teubner, Leipzig 1895), 1. Bd., S. 32 ff. 
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und außerdem o^^i =- 0, . . ., cd^ = sein; die Gleichungen (8) könnten 
aber nur dann durch nicht verschwindende Werte der a^, o^, ..., co^ 
befriedigt werden, wenn gegen die Voraussetzung 

l«<rl==Ö (i,r=l, 2, ...,w) 
wäre. — Die Bedingung, daß diese Determinante nicht verschwindet, 
ist übrigens gleichbedeutend damit, daß zwischen den v^\ . . ., rj"*^ 

keine homogene lineare Beziehung mit „konstanten'^ Koeffizienten 
stattfindet. 

lU. Lineare Differenzengleichung mit gegebenem Fandamental- 
system; Darstellung ihrer Koeffizienten durch die Fundamental- 
losungen. ^) 

Die homogene lineare Differenzengleichung 

(1) J'W=y...+i>rV,-. + --+i>ry«-o (pf+o) 

möge die FundamentaUösungen y^ \ y^\ . . ., y^ besitzen, so daß die 
Determinante 






(1) (J) . . . (i) 

"« yx + X yx + n-\ 

Vx "x + 1 yz + n- 



'+0 



• • • 



"* "x+1 "«+«-1 



ist. Dann ergeben sich aus dem linearen Oleichungssystem 

(0) (0 , (1) («) I I («-!) (0 (0 /• i o \ 

für die Koeffizienten p^°', p^*', . . .,p^~^^ folgende Ausdrücke: 

^2) ^' = ^ ' w 'W - -^, , (* = 0, 1, . . ., « - 1) , 

worin Z);^ aus i) dadurch hervorgeht, daß in D die k + 1*® Kolonne 

y^'^^j (i = 1, 2, . . ., n) durch — yf^^ (i = 1, 2, . . ., n) ersetzt wird. 

Wählt man ein anderes Fundamentals jstem u^^\ (Ä«= 1, 2, ..., w), 
so ist 

worin die a^. „Konstanten" bedeuten, so daß auch 



u 



(*) .,(1) . ^ .ß) I I ., -» 



« + r 



«*.y«;r+ ''^.Cr + • • ■ + «*nCr (^•,''=1> 2>-- v«) 



1) Bortplolti, 2.; Heymann, 1. u. 2.; Wallehberg, 8. u. 6. 
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wird, und 1 «*< 1 + ist. Daher ist nach einem bekannten Deternii- 
nantensatze^) 



und folglich 






y (Ä: = l, 2, ...,n) 



d. h. die Koeffizienten p^^\ p^\ ' - - Pg ^^^^ ^^^ ^^^ Wahl des Fun- 
damentalsystems unabhängig. 

Aus (2) ergibt sich insbesondere für Ä = 0: 



(0) 



Dp 



- y'*' /^ • • • v'*' 

^x-\-n ^« + 1 ifa. + n - 1 






worin D^ ~ 7) (y^j\ y^*^, . . ., yl"^) gesetzt ist, oder 

d. h. rf?e Determinante D ly^^\ y^^\ , . ,, y^"^) genügt als Funktion van x 
der Jwmogenen linearen Differenzengleichung erster Ordnung 

(3) A+,-(-iri'rA/) 

aus welcher formal 

(4) D.^'oi-irYipf) 

folgt; die „Konstante^' co («)= 0) hängt von der Wahl des Fundamen tal- 
systems y^^\ y^^\ . . ., y ab. Ist jp^ eine rationale Funktion von x: 



Px 



(0) 



a 



{x — a^f^ {x — a,)^» ... (5? — apfp 



{X — 6iy*» (o: — &,>^» . . . (x — 6j)'^5 ' 
so ist nach dem 1. Kap., II, C: 

r^ {X — a,) r« (ic — a,) . . . rp {^x 



7),»co,(-l) 



nx^x 



— ap) 



n^i (aj _ &j p^a (a; — 5,) . . . V^9{x — bq) ' 



1) Baltzer, Detenn., S. 49 (§ 6, 1). 

2) Heymann, 1. u. 2«, S. 115; wir nennen die Gl. (3) bzw. (4) den ,fieymann- 
schen Satz". 

3) 1. Kap. II, A. 
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daraus folgt; daß D^ (abgesehen von dem Faktor coj nur an den 
„singulären" Stellen x ^ b^ — k (i =» 1, 2, . . . g; ä = 0, 1, 2 . . .) ver- 
schwindet. ^) 

Als erste Anwendung des Heymannschen Satzes zeigen wir, wie 

man die zweite Fundamentallösnng y^ einer homogenen linearen Diffe- 
renzengleichung zweiter Ordnung 

durch die erste y^ ausdrücken kann: Aus 

i>.^y'y:i^-yTC--n^-^ (-Gl. (4)) 

folgt nach Division durch y^^^y^l^' 

also 

Als /gweite Anwendung der Relation (3) bzw. (41) geben wir eine 
neue Ableitung des 6rat/)3 sehen Multiplikationstheorems für die Gamma- 
funktion:*) 

Wir gehen von der Differenzengleichung 



Vx + n fi Vx 

aus: dieselbe geht durch die Substitution x = n0^ y»» = ^» ^^^r in 
ihre Losungen haben daher die Gestalt 



X 



worin gj^. eine periodische Funktion von z = — mit der Periode 1, 



n 



also eine periodische Funktion von x mit der Periode n ist. Wir 
erhalten so n Fundamentallösungen 

y'' = «''r(n). (^•=1,2,...,«), 

worin die a^ periodische Funktionen von der Periode n bedeuten, 



1) W. 2) Wallenberg, 2., S. 56. 

3) Gauß, !•, Art. 26, Heymann, 2., S. llöff.! Wallenberg, 0., Nr. 3; die^ 
sonstige Literatur siehe bei Nielsen, 3.^ S. 18. . ' ^ 

4) 1. Kap., II, C. 
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zwischen denen keine lineare Relation mit ,,konstanten'^ Koeffizienten 
besteht (z. B. «^ = e*, worin die s^ die Wurzeln der Gleichnng e** = 1 
sind). Dann ist 

7^ I (0 ' I (0 I r /^ + ^'\ I (0 I TT r /^ + *\ TT r /^ + ^'\ 

(i = 1, 2, ...,«; Ä; = 0, 1, . . ., n — 1) 

andrerseits ist nach dem Heymannschen Satze 
also 

-D. =/?,(- i)("-')'n-'r(x), 

worin /3^ eine periodische Funktion von der Periode 1 ist. Durch 
Vergleichung der beiden Ausdrucke für D^ folgt^ wenn noch x = nz 
gesetzt wird, mit Rücksicht darauf^ daß (— l)(»-i)»* sowie a„, und ß^^ 
periodische Funktionen von mit der Periode 1 sind: 

n-l 






worin y^ eine periodische Funktion von der Periode 1 ist. Man kann 
nun nicht wie bei Differentialgleichungen die „Konstante" y, dadurch 
bestimmen, daß man in der obigen Relation für z irgend einen festen 

Wert, z.B. — einsetzt, weil dadurch nur y\—-\ bestimmt wird; wir 

müssen vielmehr die Auseinandersetzungen des ersten Kapitels (II, C) 
zu Rate ziehen. 

Wir setzen, um y, zu bestimmen, + ft an Stelle von z^ worin /i 
eine ganze Zahl ist, und dividieren die zuletzt gefundene Relation 
beiderseits durch w~^(n^)!|Li"*'"^; dann erhalten wir, da 7^,+»= y, ist: 

_!L-._MlfTr(^ + l + u) = y __r(«i+!LiO . 



.• ' . 



0* 

Nun ist nach der bekannten Stirlingithea. Formel') 

p\ = Y2:t^pPe-P(l + g, um «, = 0, 

p = oo 

also 

- J^ n n 

1) Stirling, 1., S. 136; vgl. z. B. Nielsen, 1., S. 92. 
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daher wird unsere Gleichung nach Multiplikation mit n'*^ 



n+l 






Jetzt lassen wir /i unendlich groß werden und berücksichtigen 
die Grenzbedingung^) 

^.1 ..* ■- * 



t-ao vlV 



Danach ist 

n-l r (z 4 \- u] ^ n-1 

und zwar /wr jedes z\ folglich, da lim d^ = ist, 

/U =00 

n-l . 1 

y, = (23r) ^ w * (von isr ganz unabhängig), 
und daher 

]7 r(^+ *) = (2«p-«^"-'"r(«.). 

Das ist das 6ra{«y3sche Theorem; für z ^ — folgt die Euler %i^e 
Relation^) 



»»-1 n-l 



nr(:)-(2') 



* « *• 



Unser Beweis benutzt weder den jEwZerschen Integralausdruck 
noch den J5t(ter-6f aussehen Produktausdruck für die Gammafunktion'), 
sondern lediglich ihre Eigenschaft, der linearen Differenzengleichung 
Vx^-i^ ^Vx ^^ g^iiügen, zusammen mit der bereits bei Gauß^) impli- 
zite enthaltenen Grenzbedingung von Weierstraß. 

Aus unseren obigen Auseinandersetzungen geht hervor, daß die 
Koeffizienten der Differenzengleichung (1) durch die Elemente eines 

beliebigen Fundamentalsystems y^ \ y^\ . . . , y^"'^ eindeutig bestimmt 

sind, falls der Koeffizient von y^^^ gleich 1 genommen wird. Nun 

genügen aber die Funktionen y^\ y^^\ '--^yf^ offenbar der homogenen 

linearen Differenzengleichung ^) • 



1) 1. Kap. II, C, Gl. (U). 2) Euler, 8. 3) 1. Kap., n, C. 

4) Gauß, 1., Art. 22, Gl. [47]. ö) Vgl. 2. Kap., II, A, Gl. (5). 

Wellenberg: Lineare Differenzengleichaugen. 4 
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y y<*' • • • y^"^ 

■ ■ • • ■ • 

. Jx^rn •^x + H J'Ä + n 

von der sie ein Fimdamentalsystem von LösuDgen konstituieren. 
Daher muß P(yJ mit D (y^, y^\ . . ., y^^) bis auf einen Faktor über- 
einstimmen, der sich aus der Vergleichung der Koeffizienten von j/^^„ 
gleich (—iyD{y^^\ yf, . . ., y^"^) ergibt; es ist also 

(5) P(,,).(-i,«;-^:;)-, 

und für die Koeffizienten p^\ pI^\ - - -} P^'^^^ ergeben sich die Aus- 
drücke 

die natürlich mit den Ausdrücken (2) übereinstimmen. 

Ist ^(yj = irgend eine homogene lineare Differenzengleichung 

n^' Ordnung, welche ebenfalls die Lösungen y^\ y^\ . . ., y^^ besitzt, 

so muß nach unseren Auseinandersetzungen identisch 

Q(yx)-QxP(yx) 

sein, wo q^ nur von x abhängt. Besitzt daher die Gleichung Q^y^) =0 
eine von den y^\ y^\ - - -, y^^^ linear unabhängige Lösung rj^j so 
folgt aus 

da P(iyJ + ist, daß g^=«0 sein muß; also: 

Die Unke Seite einer homogenm linearen Differenzengleichung 
n*^ Ordnung, welche mehr als n linear unabhängige Lösungen besitzt, 
ist identisch gleich Null. 

. TV. Gemeinsame Losungen homogener linearer Differenzeu- 
gleichungen; Resultante; Kettenbruchver fahren. 

Die Frage nach den gemeinschaftlichen Lösungen zweier alge- 
braischer Gleichungen oder nach den gemeinschaftlichen Integralen 
zweier homogener linearer Differentialgleichungen findet ihr Analogon 
in der Frage, wann zwei homogene lineare Differenzengleichungen 
gemeinsame Lösungen besitzen. 
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Es seien also zwei homogene lineare Differenzengleichungen 

(1) P(yJ = P(p.,y.)=i>ry,+„sfl>i*^,+™_i+--+i)i'"^y.-0, 

(2) ö(y.) = Q{q„ y.) ^ sf y.+. + «i'^y.+.-i + • • -f ai"^ y,- 

vorgelegt, und zwar möge m — n — v ^ sein; ferner seien 

(1) W • («) d (1) (») (») 

je ein Fundamentalsystem von Lösungen der Gleichungen (1) bzw. (2). 
Dann ist die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß die 
Gleichungen (1) und (2) eine gemeinsame Lösung besitzen, das iden- 
tische Verschwinden der Determinante 



S = 



yT 




" ' Vx 




nT 


• • • ^ar 


y^U 




... |# 

^x-\- 1 




^x 




yx-^m + n- 


-1 


• • • ■ 

... 1/ 

i'as + ffi + n- 


-1 


• 

'* + m + n 


• • ■ • 

-1 'Ä + m + n-l 



Nach dem Satze von Casorati ist nämlich das Verschwinden dieser 
Determinante die notwendige und hinreichende Bedingung für das 
Bestehen einer Relation 

(3) a,yi''+- ■ ■ + t^^yt^ + ß^vi'^ + ■ ■ ■ + ßnVi'^^0, 

worin die « und ß „Konstanten" bedeuten. Und da weder alle a 

noch alle ß gleich Null sein können, weil sonst die y^^ oder iy^*^ kein 

Fundamentalsystem bilden würden, so ist alsdann eine Lösung von (1) 
gleich einer solchen von (2).^) 

Die Determinante S ist vollständig analog dem in der Algebra 
vorkommenden Produkt sämtlicher Differenzen zwischen den Wurzeln 
der einen und der anderen der beiden algebraischen Gleichungen und 
zeigt ebenso evident wie dieses durch ihr Verschwinden das Vorhanden- 
sein gemeinsamer Lösungen an. Wie in der Algebra streben wir aber 
auch hier nach einer Bedingung, die sich nicht in den Lösungen, son- 
dern in den Koeffizienten der vorgelegten Gleichungen ausdrückt; 
diese erhalten wir z. B. auf folgende Weise ^): Da jede Lösung von (2) 
in der Form 

(1) . (8) , I («) 

(O.rJx + C3,Vx + " ' + "^nVx 

darstellbar ist, so müssen sich, wenn die Gleichung (1) durch eine 

1) TF. ; vgl. Heffter, Zur Theorie der Resultanten zweier h. 1. Differential- 
gleichungen, Arch. d. Math. u. Phys. (.3) 3, 124—131. 

2) Wallenberg, 4«, S. 2 14 ff.; vgl. Schlesinger, Handbuch der Theorie der 
lin. Differentialgleichungen, Bd. I, 42 ff. u. Stephansen, 2* 

4* 
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Lösung von (2) befriedigt werden soll, die „Konstanten" Oi, . . ., o^ 
so bestimmen lassen^ daß 

ist; d. h. die »Punktionen P(%^) (Ä= 1,2, ...,n) dürfen nicht linear 

unabhängig sein; die Bedingung dafür ist nach dem Co^ora^ischen 
Satze das identische Verschwinden der Determinante dieser Funktionen; 
es muß also 

sein. Nun kann man aber, wenn rj^^ eine Lösung der DiflFerenzen- 
gleichung (2) ist, ^a.^„, Vx+n+if • • • mittels dieser Gleichung sukzes- 
sive linear homogen durch rj^f Vx+if - - •? ^z+n-i ausdrücken, mit 
Koeffizienten, die sich aus den q^ , q^\ . . ., q^ und ihren sukzessiven 
Werten rational zusammensetzen; daher ist 

(r=0,l,2,...), 

worin die Funktionen a^' (5 = 0, 1, . . ., n— 1) sich aus den Koeffi- 
zienten der Gleichungen (1) und (2) und ihren sukzessiven Werten 
rational zusammensetzen. Folglich ist nach dem Multiplikationssatze 
der Determinanten^): 

/4\ -n/ (0 \ ('•«) I ' (0 /r, 5 = 0, 1, .. ., w— 1\ 

(4) P(l>..,-.,'?il.-x), = h/nU.-i, 0,^,1,2,. ..,„ j' 

und da als Determinante eines Fundamentalsystems 

ist, so ergibt sich zunächst als notwendige Bedingung für die Existenz 
gemeinsamer Lösungen der Gleichungen (1) und (2): 

(5) B=\a^^'^\^0 (r,5-0,l,...,w-lj. 

Diese Bedingung ist aber auch hinreichend; denn aus 12 = folgt 
nach (4) 

und hieraus nach dem Satze von Casorati: 

«1 P {vi') + ••• + «,-? (vi') = P («1 ^r + • • • + «n vi') = 0; 

das heißt aber, die Gleichung (1) wird durch eine Lösung der Glei- 
chung (2) befriedigt. — Die Determinante R kann daher mit Fug 

1) BaUzer, 1. c. 
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und Becht als Besultante der Gleichungen (1) und (2) bezeichnet 
werden.^) 

Wir können jedoch auf die Differenzengleichungen (1) und (2) 
auch ein Verfahren anwenden^ welches dem EuMidiBchen Kefctenbruch- 
verfahren zur Aufsuchung des größten gemeinsamen Teilers zweier 
Zahlen bzw. zweier Polynome analog ist.^) Dieses Verfahren hat den 
Vorzug, daß es sogleich sämÜichs gemeinsamen Lösungen der Glei- 
chungen (1) und (2) liefert: Zu diesem Zwecke hilden wir zunächst 
den Ausdruck 

und bestimmen r^"*^ so, daß darin der Koeffizient von y,^^ verschwindet 
(es ergibt sich ^1^°^*^"^); sodaß dann (6) einen homogenen linearen 

Differenzenausdrack (w— 1)*®' Ordnung darstellt; ebenso kann man 
femer eine Funktion r^^'^ so bestimmen, daß 

nur von der w — 2*^ Ordnung ist; fährt man so fort, so ist, wenn 
zur Abkürzung Qiq^cfVx)'^ Qz gesetzt wird, bei geeigneter Wahl der 
Funktionen r^ , r^''\ . . ., r^'^ die linke Seite der Differenzengleichung 
(1) in der Form 

(7) l'iy,) = r'J"' Q,^, + ri''> Q,^^_, + • • • + r!,''^ Q,+ Q,(y^) 

darstellbar, worin Q^ (y^) einen homogenen linearen Differenzenausdruck 
höchstens (n — 1)*®' Ordnung bedeutet, dessen Koeffizienten sich ebenso 

wie die Funktionen r^y, r^^'\ . . ., r^^'^ aus den Koeffizienten p^^\ o^*^ 

und den sukzessiven Werten der gj*^ rational zusammensetzen. Setzt 
man noch 

so laßt sich, wenn man li^ als Operationssymbol auffaßt, die Gleichung (7) 
nach Unterdrückung des Argumentes y^ kurz in der Form schreiben: 

(8) P = R,{Q) + Q,. 

Aus dieser Gleichung folgt, d^ß etwa vorhandene gemeinsame Lösungen 

1) Der tiefere Grund für die Darstellbarkeit der Resultante als rationale 
Funktion der Koeffizienten pj^\ q^^ und ihrer sukzessiven Werte wird sich später 

aus dem Analogon des AppellBchen Satzes (4. Kap., I) ergeben. 

2) Fincherle, 6* u. 9.; Mansion, 1.; Guldherg, 5* 
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von (1) und (2) auch der Gleichung Q^ (yj = genügen müssen. 
Bildet man nun weiter in derselben Weise 



(9) 






und ist n^ die Ordnungszahl des Differenzausdruckes Qj^^ so ist 

und es muß daher w^ spätestens für Ä = n^ + 1 verschwinden. Ist 
w,^i«=0, n^+0, so ist entweder Q^^^ von der Form q^y^ oder, falls 
2^=- ist, ^,^1 identisch gleich Null, Im ersten Falle haben die Diffe- 
renzengleichungen (1) und (2) nur die triviale Lösung ya.=- gemein- 
sam; wir sagen dann: sie Jwben keine gemeinsame Lösung; im letzteren 
FaUe dagegen werden die sämtlichen gemeinsamen Lösungen der Glei- 
chungen (1) und (2) durch die Lösungen der Gleichung 

(10) ö.CvJ = 

gegeben. Die Koeffizienten dieser Gleichung setzen sich, wie aus dem 
Algorithmus (9) hervorgeht, aus den Koeffizienten der Gleichungen (1) 
und (2) und deren sukzessiven Werten rational zusammen; sind also 
die letzteren insbesondere rationale Funktionen von x, so gilt dies 
auch von den Koeffizienten der Gleichung (10). — Haben z. B. die 
Gleichungen P{y^) = und Q{y^ = nur eine (von Null verschiedene) 
Lösung^) gemeinsam, so ist QXVx) = ^ ®^^® homogene lineare Diffe- 
renzengleichung erster Ordnung; die gemeinsame Lösung kann also 
durch „Quadratur''^ gefunden werden. 

T. Zusammensetzung homogener linearer Differenzenausdrücke; 

symbolisches Produkt derselben.^) 

Als besonders wichtiger Fall ist der hervorzuheben, wo alle 
Lösungen der Gleichung (2) auch der Gleichung (1) genügen; in 
diesem Falle müssen infolge von (8) sämtliche (also jedenfalls n linear 
unabhängige) Lösungen von (2) auch die Gleichung Qi{y^ = be- 
friedigen, und da diese höchstens von der (n — 1)*®** Ordnung ist, so 
müssen nach dem Schlußsatze von Nr. III die Koeffizienten von öi(y«) 
identisch verschwinden, d. h. es muß 

_ P = ik{Q) 

1) Lösungen, die sich nur durch eine ^^Konstante'^ unterscheiden, werden 
dabei nicht als voneinander verschieden angesehen. 

2) Vgl. 1. Kap. n, C. 3) Pincherle (u. Ämaldt), 9. 
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« 

sein. Indem wir die Klammer (and den Index 1) unterdrücken^ können 
wir diene Gleichung kürzer schreiben: 

(11) P = BÖ, 

und wir sagen: Der Differennenatisdruck P(yJ ist aus den Differenzen- 
ausdrücken Q{y^ und B{yj) in dieser bestimmten Reihenfolge zusammen- 
gesetzt; d. h. er geht aus Il(y^ dadurch hervor, daß man darin y^ 
durch den Differenzenausdruck Qiy^^ ersetzt, oder dadurch, daß man 
auf Q{y^ die durch das Symbol R dargestellte Operation ausübt. 
Wir haben also den 

Satz: Die linke Seite einer homogenen linearen Differenzengleichung 
P(y^) = 0, die durch aUe Lösungen einer homogenen linearen Diffe- 
renzengleichung Q(y^ « befriedigt wird, läßt sich aus Q{y^ und aus 
einem durdi P und ^Q eindeutig bestimmten Differenzenausdruck R, 
dessen Ordnung gleich der Differenz der Ordnungszahlen von P und Q 
ist, zusammensetzen; die Koeffizienten von R sind rationale Funktionen 

der Koeffizienten p^^\ q^^ und der sukzessiven Werte der q^^\ also ins- 
besondere rationale Funktionen von x, wenn die Koeffizienten p^^ und q^^ 

rationale Funktionen von x sind. 

Ist umgekehrt ein Differenzenausdruck P aus den beiden Diffe- 
renzenausdrücken Q und 12 zusammengesetzt, besteht also die Glei- 
chung (11), so ist die Ordnungszahl von P gleich der Summe der 
Ordnungszahlen von Q und R, und die Differenzengleichung P(y^) = 
wird durch alle Lösungen von Q(y^) = befriedigt. Ferner sieht 
man ohne weiteres, daß der Koeffizient von y^ in P gleich dem 
Produkt der Koeffizienten von y^ in Q und jR ist: 

(m) (v) (n) / , \ 

und zwar können die Koeffizienten o^ und r von Nnll verschieden 

•'■X X 

vorausgesetzt werden, falls nicht Q oder R identisch verschwindet, da 
sich sonst Q und R auf Differenzenausdrücke niedrigerer Ordnung 

reduzieren*); daher ist auch i?j"*^+0. Den Ausdruck P= QR nennt 

man das (symbolische) Produkt der Ausdrücke Q und iJ; dieser Be- 
griff läßt sich sofort auf mehrere Differenzenausdrücke ausdehnen, z. B. 

P^TSRQ, 

und auch für einen solchen Ausdruck gilt der eben ausgesprochene 
Satz über die Koeffizienten von y^. 

Für das symbolische Produkt linearer Differenzenausdrücke gilt 
ferner offenbar das assoziative und das distributive Gesetz, d. h. es ist 



1) Vgl. 1. Kap., I. 
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(12) (SR)Q -^ S{BQ) ^ SRQ 
nnd 

(13) {S±R)Q==^SQ±RQ, Q{S±R) = QS ± QR, 

dagegen gilt im allgemeinen nicht das kommutcUive Gesetz, d. h. es ist 
im allgemeinen 

PQ+QP.') 

Da der Koeffizient von y^ in einem zusammengesetzjten Differenzen- 
ausdruck gleich dem Produkt aus den Koeffizienten von y^ in den 
(symbolischen) Faktoren ist, so erhält man nach dem oben Gesagten 
durch Zusammensetzung mehrerer nicht identisch yerschwindender 
Differenzenausdrücke wieder einen nicht identisch verschwindenden 
Differenzenausdruck. Wenn also das (symbolische) Produkt mehrerer 
Differenzenausdrücke identisch NuU ist, so muß einer seiner Faktoren 
identisch gleich Null sein. Wenn z. B. 

T^SRQ 

identisch yerschwindet und es sind Q imd S nicht identisch gleich 
NuU; so muß R identisch gleich Null sein. Aus 

SQ=^RQ oder QS-^QR, 
d. h. nach (13) aus 

(S-J?)e = oder Q(S-R)=^0 

folgt daher, wenn Q + ist, notwendig S = R, 

YI. Der größte gemeinsame Teiler^) und das kleinste Tielfaehe^) 
zweier homogener linearer Differenzenansdrflcke. 

Wenu zwei homogene lineare Differenzengleichungen 

(1) P(yJ=-0 und (2) <2(yJ = 

gemeinsame Lösungen besitzen, so konnten wir durch das Kettenbruch- 
verfahren einen homogenen linearen Differenzenausdruck T(yJ her- 
stellen, dessen Koeffizienten sich aus denen von (1) und (2) und deren 
sukzessiven Werten rational zusammensetzen und der, gleich Null ge- 
setzt, die sämtlichen gemeinsamen Lösungen von (1) und (2) und nur 
diese liefert (vgl. Nr. IV). Ferner können wir, da alle Lösungen von 
T{y^ == sowohl die Gleichung (1) als auch die Gleichung (2) be- 



1) Vgl. 6. Kap., IV, C. 

2) Pincherle, 6. u. 9.; Mansion, 1.; Guldherg, 5«; W. 

3) Guldherg, 10.; W. Vgl. Stephansen, 2. 
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friedigen, nach den Auseinandersetzungen in Nr. V die Differenzen- 
ausdrücke P und Q in der symbolischen Form von Produkten 

(14) P^RT, Q^ST 

schreiben, worin B und S homogene lineare Differenzenausdrücke be- 
deuten, deren Koeffizienten sich ebenfalls aus denen von P und Q 
und deren sukzessiven Werten rational zusammensetzen. Ist m die 
Ordnungszahl von P, n die von Q{in'^n) und A die von T(X<«), 
so ist R von der Ordnung m — k und S von der Ordnung n—-L Die 
Ordnung X von T gibt die Anzahl der linear unabhängigen Losungen 
an, welche die Gleichungen (1) und (2) gemeinsam haben; daher sind 
die Ausdiücke R und S nicht weiter in der symbolischen Form 
R^LU, S= Jf CT zerlegbar, worin U einen homogenen linearen 
Dififerenzenausdruck fi*®' Ordnung (f* > 0) bedeutet, da sonst nach 
(12) aus 

P=^{LU)T^L{UT), Q^{MU)T^M{UT) 

folgen würde, daß die Gleichungen (1) und (2) X •\- ii linear unab- 
hängige Lösungen gemeinsam hätten. Wir können daher den Aus- 
druck T als den größten gemeinsamen (symbolmhen) Teiler von P 
und Q bezeichnen. 

Aber auch der Begriff des kleinsten gemeinsamen Vielfachen findet 
sein Analogen in der Theorie der homogenen linearen Differenzen- 
ausdrücke. In der Tat läßt sich durch rationale Prozesse eine (bis 
auf einen Faktor in x) eindeutig bestimmte homogene lineare Diffe- 
renzengleichung niedrigster Ordnung herstellen, welche sowohl durch 
die Lösungen von (1) als auch diejenigen von (2) befriedigt wird. 
Es sei 

(15) F(yJ = 

diese Differenzengleichung; dann muß nach Nr. Y: 

(16) V^ÄP = BQ 

sein, worin auch Ä und B homogene lineare Differenzenausdrücke 
bedeuten. Wir nehmen nun zunächst an, daß die Gleichungen (1) 
und (2) keine gemeinsamen Lösungen, d. h. die Ausdrücke P und Q 
keinen gemeinsamen Teiler besitzen; dann wird die Gleichung (15) 
jedenfalls durch die Lösungen von (1) und (2): 

befriedigt, und diese sind linear unabhängig, da aus dem Bestehen 
einer Relation (3) (Nr. IV) die Gleichheit zweier Lösungen von (1) 
und (2) folgen würde, entgegen unserer Annahme. Da nun F(yJ = 
die Gleichung niedrigster Ordnung sein soll, welche durch die Lösungen 
von (1) und (2) befriedigt wird, so darf die Gleichung (15) auch 
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keine weiteren yon den Lösungen (17) linear unabhängigen Losungen 
besitzen; diese bilden daher ein Fundamentalsystem der Gleichung (15); 
daraus folgt, daß der Differenzenausdruck F(yJ genau von der Ord- 
nung m + n ist. 

Wenn dagegen P und Q den größten gemeinsamen Teiler T von 
der Ordnung X besitzen, also nach (14) 

ist, so haben die Ausdrücke 12 von der Ordnung m — X und S von 
der Ordnung n — X keinen gemeinsamen Teiler mehr; ihr kleinstes 
gemeinsames Vielfache 

U^ÄR^BS 

ist daher nach dem Vorangehenden von der Ordnung i» — X + n — A 
=« w + n — 2X. 

Wir behaupten nun, daß F« ÜT das kleinste Vielfache der Aus- 
drücke P und Q ist; in der Tat ist nach (12): 

F= UT^{AR)T^A{RT) - AP, 
F= UT^(BS)T ^B(ST) =BQ', 

femer ist V von der Ordnung {m + n — 2 A) + A = w + n — A, und 
daß V nicht von kleinerer Ordnung sein kann, wird ähnlich wie oben 
bewiesen. 

Wenn also ewei homogene lineare Biiferemenausdrücke von der 
Ordnung m bzw. n keinen gemeinsamen Teiler besitzen, so ist ihr kleinstes 
gemeinsames Vielfache von der Ordnung m + n; besitzen sie dagegen 
den größten gemeinsamen Teiler von der Ordnung X, so ist ihr kleinstes 
Vielfache von der Ordnung m + n — X. 

Wir schreiten nun zur wirklichen Herstellung des kleinsten Viel- 
fachen der beiden Differenzenausdrücke P und Q, die wir nach den 
vorhergehenden Auseinandersetzungen ohne gemeinsamen Teiler voraus- 
setzen dürfen, da die Abtrennung eines solchen etwaigen Teilers nach 
dem Kettenbruchverfahren durch rationale Prozesse geschehen kann. 
Zu diesem Zwecke benutzen wir die Relation 

(16) V=AP^BQ, 

worin die zu suchenden Differenzenausdrücke A und B von der Ord- 
nung n bzw. m sind: 

X ^x * X ^x + 1 ' ' X ^x + i« — 1 ' * *^jr + »> \ X f X ' ^y 

*'« ^« ' X y« + l ' ■ X "x + m-1 ' X ^x + m? V « ' x ^^^r 

Wenn wir uns auch P und Q nach aufsteigenden sukzessiven Werten 
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von y^ geordnet denken^ so ist: 



AP = a':v:\+ (a^vr'+ -'rv:i.) y..r+ ■■■+ -!'ptu 



ar+m+n^ 



x-\-m-\-n' 



Durch Vergleicliuiig der Koeffizienten von y^, y^+^y • • ., t/or+m+n 
erhalten wir das Gleich ongssjstem : 



(18) 



_^ IWII IUI ^IwJ T \jn) 

pyK'^rJK > 

i^x + n-l * ' -^x+n X ^x + m-1 X ' ^« + n» J? ' 

/'jc + n * ^x + m^x 

Dies sind w + n + l homogene lineare Gleichungen für die w + w + 2 
unbekannten a^^\ .... a^"\ 6^^\ .... b^"^\ deren Verhältnisse sieh 

4»' ' X ' X ^ * X * 

hieraus sukzessive berechnen lassen; dieselben sind rationale Funk- 
tionen der Koeffizienten ^^, j^ und ihrer sukzessiven Werte. 

Aus dem GleichuDgssystem (18) ergibt sich noch eine neue Form 
der Bedingung für die Existenz gemeinsamer Lösungen der Gleichungen 
(1) und (2), d. h. für die Existenz eines gemeinsamen Teilers der Aus- 
drücke P und Q\ dieselbe ist nämlich^ wie wir gesehen haben^ gleich- 
bedeutend damit^ daß die Ordnungszahl des kleinsten gemeinsamen 

Vielfachen kleiner als w -f n wird. Ist aber a^^^ = und daher 
wegen q^^ + auch 6^^^ = 0, so stellt das System (18) m -f n homo- 
gene lineare Gleichungen für die m + » Unbekannten a j , . . ., a^ , 
fej* , . . ,, 6^ dar, die nicht sämtlich verschwinden dürfen, da sonst V 
identisch Null wäre. Es muß also die Determinante 



i>r 


.. 


. «r 


.. 


^(.-x, ^M^ 


.. 


e-'' el. 


.. 



= 



• • 



(0) n n rt '^(O) 



sein; dies ist die gesuchte Bedingung, die natürlich mit i? = (Nr. IV, 
Gl. (5)) übereinstimmen muß. 
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1. Beispiel (W.)- 

ö(y.)-?fy.^x-Ä = o, (gf + o). 

Es sei ri^ eine Lösung von Qiy^ = : 

^Ä + l ~ „(0)'^«? ^« + « ~" (oy'^ar + l — (0) ^(0)^*5 
^x S'x + l 2x + i Sfx 



P('^J=l'i^,^*+l'i^.+x+i'i^, = (P: 



^« »05 + 1 ^« 



+P 






j^«- 



Die Resultante R 
a^ ; es ist also: 



a,J besteht hier aus dem einzigen OUede 



^ ..(0) «(0) V^ar 2* 3, + i+i>;c ?« ^x + l+Px 9x ff«4-lj- 

Die Bedingung für eine gemeinsame Losung ist R=^0, oder^ da 

(?r+o: 

pr^!^c^ +p1VC^ +p!:'ev:u = o. 

Zweite Form der Bedingung: Das kleinste Vielfache von P und 
Q sei F=.äP = l?^, worin 

+ V^* Ö'ar+l— ^x 3';, + 2Jy:r + 2 + ^* 2;, + 2y, + 3- 

Durch Vergleichung der Koeffizienten von y^, y^+n yx+2; y«+8 ®r" 
gibt sich: 






(0) j(l) 



p^.-T- 



^x^l^x ^x+8 « ^ 

(0) r(0) 






yi. Der größte gememsame Teiler und das kleinste Yielfacbe. 
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Aus diesem Gleichungssystem lassen sich die vier Verhältnisse 

5W ^a) ftW «a) 

"lo)^ "mf "w' ~lö) herechnen; die Bedingung für eine gemeinsame 



X X X X 

(0) 



Lösung war a'J' « 6^"^ « 0, d. h. 



(») ^ (1) 



U)».(«) 



(i>r«r+c^&. 



=0, 



(1) ^ (1) 



(0) r (i) 



(1) 1.(0 



■^x X ^x ar ' -»x + l X / 



also 






(0) i(l) 



Ci«>r=-o; 



P 



(8) 



(1) 



Vx 

(0) 









^X+1 



= 0, 



oder ausgerechnet: 



^<^C.^^<^C.'^^<^<^.. 



0. 



Diese Bedingung stimmt in der Tat mit der oben gefundenen überein. 

Wir können ohne Beschränkung der Allgemeinheit 'p^^ = q^^ = 1 

voraussetzen; dann lautet die Bedingung für eine gemeinsame Lösung 
der beiden Differenzengleichungen 

In der Tat wird, wenn 



ist: 
wo 



Pip.> y.) =^ yx+, + pi*' y,+i + vf^ y. = o, 
Q{%, y.) = y,+i + !?f y,+i + af y, = o. 

ij, Lösung von QCg-,, yj = 0: ri^^^ ffi'Nx+i " 



(i) 



1) Vgl. Sttfhansen, 2. 
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Die Resultante ist hier also 



R 






und i2 = die Bedingung für eine gemeinsame Lösung. 

Das kleinste Vielfache von P und Q sei wieder V^ ÄP = BQ, 



worin 



Durch Vergleichung der Koeffizienten von y^, y^^^, y^^j, t/^^3, 
yj.+4 erhält man fünf homogene lineare Gleichungen für die sechs 
Größen- af , a^'\ af , h^^\ b^'\ 6f , deren Verhältnisse daraus be- 
rechnet werden können. Die Bedingung für eine gemeinsame Lösung 
ist wieder a^^^ = ftf «0, also: 



•^X X 

(1) 



■»X X f 

^X X ' -^Ä+l « ' 

h''^+q^iy\ 

X ' -**+l * ' 



a: ' = 



(1) 






woraus 



P 



(2) 







(2) 



Ai= 



^X 

(1) 



(1) (2) 

(1) 





(8) 

(1) 



1 PL. 1 </ :, 

10 1 



= 



VI. Der größte gemeinsame Teiler und das kleinste Vielfache. 
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folgt; durch Subtraktion der dritten von der ersten, der vierten von 
der zweiten Kolonne ergibt sieb: 



A = 



d«. 




1 q''l 



df 



(«) 



d« 






rf 



(1) 



x + 1 



1 



(1) 



d'»> 







(«) 







(1) 

X X+1 






X 



rf 



(1) 



(2)^(1) 



^x x + 1 



(8) 



(1)^(1) 



^x+l ffx "x+1 



-R. 



Drittes Kapitel. 

Formale Theorien. 2. Teil. 

I. Ueduktion der Ordnung einer homogenen linearen Differenzen- 
gleichung bei Kenntnis einiger partikulärer Losungen.^) 

Es sei eine homogene lineare Differenzengleichung 

(1) P(y,) ^pTy, +pf''y.^^ -^vf'y.^t + • • 

vorgelegt und eine von NuU verschiedene Partikularlösung derselben, 
y^^^^Vx^y bekannt. Nun ist, wenn man die Formel*) 

berücksichtigt: 

• • + V^ + n{^r + «A«x + • • • + A»0, 
oder 

(2) P(i?,0 = Piv.K + Pii.Vs)^''. + IMV.)^'^. ^ • • • + 'ix+.AV,, 
worin 

(3) p.('?,)-(j)piv.+f +v^''w.i+---+(:)^«.n "' 

(ifc = 1, 2, . . ., n) 

ist. Setzt man daher in (1) y^ = tj^^si^j so resultiert, da P(»/i^^) = 
ist, für js^ die Gleichung: 

P{rii%:j ^ P. (ri^')A,, + P,(n^')A'z, + ■■■ + ,?i'i, AV, = 0, 



1) Tardy, 1.; Guldberg, !•, 8,, 11.; Wallenberg, 6., Nr. 1. 
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oder, wenn man A;?^ = u„ d. h. ss^^^u^ setzt und die Formel 

berücksichtigt, für u^ die homogene lineare Differenzengleichung 
(«— 1)*^' Ordnung: 

(4) (2(wJ ^ q^u. + q'^^u,^, + • • • + 3i""'^t*,^.-i =0. 

Darin ist 

(n-l) (1) / I n\ 

und 

«r = ^('ji'O - A W + ^» W - • • • + i-^r-'n^U- 

Der Koeffizient von p^\^\,^ (v = 1, 2, . . ., w) in gj^^ ist 

(n-(n+(n- ■+(-')'-'(:)-'. 

da 

(i-iy=i-(;) + (;)-... + (-i)'(:)=.o 

ist; also 

und daher auch q^^ + 0. 

Bedeutet nun tj^^ eine von Null verschiedene Partikularlösung 
der Gleichung (4), so ist 

eine zweite Lösung der vorgelegten Gleichung (1)^ und ist umgekehrt 
y^ eine zweite Lösung von (1), so ist 



y 



(2) 






eine Lösung von (4). Setzen wir in (4) 

so ergibt sich in derselben Weise für v^ eine homogene lineare Diffe- 
renzengleichung (n — 2)*®' Ordnung: 

(5) JJ(0 ^ rf i;, + r^\^, + • • • + ri"-^,^,_, = 0. 



1) 1. Kap., I. 2) Walknberg, 6., Nr. 1. 

Wallenberg: Lineare Differenzengleichungen. 
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Ist ferner r^^^ eine Partikularlösung der Oleichung (5), so ist 
lyj ^ lyj eine zweite Lösung von (4) und 

eine dritte Lösung von (1); und ist umgekehrt yj^^ eine dritte Lösung 
von (1), so ist 






(1) 

I 



eine Lösung von (5). Fährt man so fort, so gelangt man schließlich 
zu einer Differenzengleichung erster Ordnung 

<««'« + «»«+1 = 0» 
deren Lösungen die Form 

«'x=«(-i)'27^* 

haben^); ist rj^^ eine solche (von Null verschiedene) Lösung^ so ist 

eine n*® Partikularlösung von (1). Die so gewonnenen n Lösungen 
y^"^ (= ri^^\, y^\ yf\ . . ., y^"^ bilden ein Fundamentalsystem der Diffe- 
renzengleichung (1). Denn bestünde zwischen denselben eine Relation 

(1) I (2) I I (n) A 

mit „konstanten" Koeffizienten, so würde nach Division durch yj^^ = i^j^^ 
folgen: 

und wenn wir diese Gleichung „diflferentiieren"*): 

nach Division durch rj^^^ und abermalige „Differentiation" ergibt sich 

«.i?f+ ■•• + -, '2^2''''*' •••2' '''"'"^- 

1) Vgl. 1. Kap., II, C. 

2) D. h. wir bilden, wenn die Gleichung G^<e=0 lautet, A Gg.*= ö^x+i— Gg.^=^0; 
dabei ist zu beachten, daß die Symbole A und 2 inverse Operationen darstellen, 
welche, nacheinander angewendet, sich aufheben (vgl. 1. Eap.^ II, B). 



I. Redaktion der Ordnung einer homogenen lineaxen DifFerenzengleichung. 67 
Fährt man so fort^ so erhält man schließlich 

also, da i]^^ + ist, cp^ «=- 0; folglich ergibt sich aus der vorher- 
gehendeoa Gleichung 

daß auch (o^_i = 0, und ebenso weiter, daß o^_, = 0, . . ., ©2 = 0, 
©i =- sein müßten. Die Lösungen y^\ y^\ . . . , y^"^ bilden also ein 
Fundamentalsystem von (1).^) 

Zwischen den Determinanten der Fundamentalsysteme der so er- 
haltenen sukzessiven Differenzengleichungen P = 0, ^=-0, i?=«0, . . . 
besteht eine bemerkenswerte Beziehung: Wir hatten gefunden, daß in 
der Differenzengleichung (4) 

(n-l)_ (1) (0)^ (0) (1) 

% ^x + nf % Px ^x 

ist; daher ist, wenn die Determinante der Fundamentallösungen von (4) 
mit AJ bezeichnet wird, nach dem H^mannschen Satze*): 

aW „(0) -,(1) 

und in Gleichung (1) nach demselben Satze: 

D 
D 



'-"-*- (-i)"i>r; 



durch Vergleichung der beiden daraus entspringenden Werte filr p^^ 
ergibt sich 

in derselben Weise folgt 
also ist 

2^+1 ^ix + n ^ix + n-l ^x+9 ^x + l 

und daher 

(6) 2>, ^ Dc^i», . . ., ,r) = «]7\it ■ jj^i!, • • • J7 n'rj ■ e'-') 

r=0 r=0 r=0 

1) Guldherg, 8. 2) 2. Kap., III, Gl. (3). 8) Wallenberg, 6,, Nr. 1 

6* 
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Ganz analog beweist man die allgemeinere Relation: 

r=sO r = Q r = 

darin bedeuten cd und o' „Konstanten". Ein zweiter Beweis für diese 
Beziehungen ergibt sich unmittelbar aus der im 2. Kapitel, I, B auf- 
gestellten Determinantenrelation (6), da die dort auftretenden Größen 

y^' offenbar mit den. iy_^^ (4= 1, 2, . . ., n) identisch sind. 

Aus unseren obigen Auseinandersetzungen geht noch folgendes 
hervor: Wenn die Differenzengleichung (4), deren Koeffizienten rationale 

Funktionen von jpf , pf, . . ., p^y\ yf, yl%, . . ., y^'^^ sind, die Fun- 
damentallösungen 1?^ ,..., iy^'"~^^ besitzt, so bilden die Funktionen 

ein Fundamentalsystem von (1); denn aus einer Relation 

^d^ + <^.yf 2€' + ■■■ + -»y^'2€'-' = 

würde nach Division durch y^^^ und „Differentiation" folgen: 



OJjl? 



(8i) 



X 



+ ... + c^J!'-'^=0, 



was der Voraussetzung widerspricht. Kennt man also eine Lösung 
der Gleichung (1), so erhält man die übrigen durch Auflösung einer 
homogen linearen Differenzengleichung (n — 1)**' Ordnung und w — 1 
einfache Summationen. 

Kennt man ewei linear imabhängige Lösungen der Gleichung (1), 

y ^^ und y^^^ , so ist ry = A -jrr eine von Null verschiedene Lösung der 

Gleichung (4), sodaß diese auf die Differenzengleichung (n — 2)**^ Ord- 
nung (5) reduziert werden kann, deren Koeffizienten rationale Funk- 
tionen von q^^\ qf, . . ., q^^~^\ ri^^\ rif_^^, . . ., vf^^_^ d. h. rationale 

Funktionen von pf, pf, . . ., p^^-'\ y^^\ . . ., y^^\^, yf , . . ., yf^^ 

sind. Besitzt dieselbe die Fundamentallösungen rj^ , . . ., iy^'"~^ , so 
bilden die Funktionen 

e yf, i/^2^2^''---^ y^'2^"'2^'y' (''"-^D 

ein Fundamentalsystem von (1); denn aus einer Relation 
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würde nach Division durch y]/ und Ausübung der Operation A, darauf- 



folgender Division durch rlf = A -^ und nochmaliger „DiflFerentiation'^ 



folgen: 



^z% 



(81) 



+ "' + ^oJl--^^^i), 



was der Voraussetzung widerspricht. — Kennt man also zwei Lösungen 
der Gleichung (1), so erhält man die übrigen durch Auflösung einer 
homogenen linearen Differenzengleichung (» — 2)*®' Ordnung und 7^ — 2 
zweifache Summationen. So weiter schließend erhält man folgenden Satz:^) 

Kennt man k linear unabhängige Lösungen y^\ y^\ . . ., y^^ einer homo- 
genen linearen Differenzengleichung (1), so erhält man die übrigen n—h Ele- 
mente eines Fundamentalsysteins von (1) durch Äußösung einer homogenen 
linearen Di/ferenzengleichung (w —iy"" Ordnung, deren Koeffijsienten rationale 

Funktionenvonp^^\p^^-^'\...,p^^~'^] y^^\..., y^^\ yi + i?---, yi + i;---; 

Vx+ny • ' y yi+n ^^^; ^^ durch n — k k- fache Summationen. Kennt 
man insbesondere n — 1 linear unabhängige Lösungen, so erhält man 
die n'* Lösimg des Fundamentalsystems durch eine Quadratur und eine 
(n — 1)- fache Summation. 

1, Beispiel. (W.) 
Die Differenzengleichung zweiter Ordnung 

mit der Partikularlösung ij^ geht durch die Substitution y, = r^^ ^, u^ 
ttber in 

aus dieser ergibt sich 

also 

*x 'x+l 

in Übereinstimmung mit einem früheren Resultat.^) Der Ausdruck 
für y^ stellt übrigens die allgemeine Lösung von P(yj.) = dar, da die 

Summe ^ noch eine willkürliche „Konstante'' enthält. 



1) TT. 2) 2. Kap., III, 1. Anwendung. 
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2. Beispiel (W.) 
Die Differenzengleichung dritter Ordnung 

mit der Partikularlösung yj^^ == ri^^ geht durch die Substitution 
y^ = rf^^^ w, über in die Gleichung zweiter Ordnung 

QM — 1»:%^ «x+ w^i^i. + vi\) «... + '^n»«..»- 0. 

Ist ri^^ eine Lösung von Q(u^) =- 0, so ist y^^^ = Vx^ ^ V»^ ®^® 
zweite Lösung von Piy^) =- 0; und umgekehrt ist 

Durch die Substitution w^= Vx^^ ^x 8^^* öC^x) "* ^ ^^®^ ^^ ^^® 
Gleichung erster Ordnung 

•D/ \ ■ I (0) ^» ^* rx 

-R(0 = ^z+i+Px T(ir - (2)- ^*= ^> 

oder in 



77 (^) n (^>' 



, (0) _y*_y*+i_ yx_f^+i_ ^«+?,, a 

^ar+l-r-P, --(1) (2) __* (2) ^^(1) '^(l)"^'""^' 

yx+2y«+3 yx+iVx+s yx-{-i 

Die Lösung ri ^^^ von JB (v^ =» lautet 



i^f^o'C-i)'/!^:^- 



^x ^x + l^x + 2 ^x ^x + l 



und daher die dritte linear unabhängige Lösung von P(yJ = 0: 

worin für rj^^^ und ly j*^ die oben angegebenen Ausdrücke durch y^^\ yf^ 
und deren sukzessive Werte einzusetzen sind. 
Für D,^D{y^\ yf, yf) ergibt sich noch 

7) n(*> n^^) n^^) 

'^^ ■" -^^ ~" «W" "-r,(2) ^(8) ' 

also 



X »];' 1]^' »Ja: 



T^ (1) (1) (1) (2) (2) (8) 
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n. Yielfache Losungen.^) 

Wenn 

(1) P(:ä:)^pT y.+pf'yU + •■■ +p':-''y,^n-. + y,+, 

gesetzt wird, so war nach Nr. I dieses Kapitels: 

(2) P(yA)--P(yxK+i'i(y.)A^,+ A(yJA»^,+ .+p.(yjA-^^ 

worin 

ist; insbesondere ist 

Setzt man in (2) jBr^=(*Jund berücksichtigt die Formel*): 
A(:) = (.:,), aUo A-(^) = (^l.) und daher A^O-1, 

A* ( j = 0, wenn s^r, 
so erhält man 

(4)P(0y,)-0P(yJ + (,^,)Px(yx)+-+^i*r-i(yJ + Pr(yx), 

(r = 0,l,...,tt-l); 
insbesondere ergibt sich 

P(a;yJ = a;P(yJ + P,(yJ, 

P (^^^ y«) - ^^ P(yj + =^P.is.) + P,(yJ, «sf. 

Aus diesen Gleichungen kann man sukzessive P^iy^y P^iy^, . , ., 
durch P(y^\ PiP^Vx)» ^((^ y*)' • • -^ ausdrücken; z. B. ist 

P,(j,^)^P(xy^)^xP(y,), 

sodaß Pi(yJ mit der von Pincherle^) so genannten ^^funktionalen 
Ableitung*^ von P(yJ übereinstimmt. Allgemeiner besteht zwischen 
zwei aufeinander folgenden „Ableitungen*' ^kiifx) ^^^ Rekursionsformel 

(5) Pt(yJ = l- [P*_i(.ryx) - (a; + A- - 1) P,_i(yJ], 

(A-=l,2,...,n;Po-P), 
wie man leicht verifiziert.*) 



1) Guldherg, !•, 8., !!•; W. 

2) Siebe z. B. Sdiwanoff, 2., S. 3. 

8) Math. Ann. 49, 378 (1897). 4) W. 



72 3. Kap. Formale Theorien. 2. Teil. 

Ist nun für y^= iyjp(=t= 0) 

PC'Jx) = 0, P, (ijj = 0, . . ., P,_,(^J = (A < n), 
SO folgt aus den Gleichungen (4) für r = 1, 2, . . . X — 1 sukzessive: 

P(a;i, J - 0, P (( J) 12,) = 0, . . . , P ((^ ^ J ,?,) = (und umgekehrt) ; 

d. h. die Gleichung P(yJ == besitzt die Lösungen 

oder auch, durch geeignete homogene lineare Verbindungen derselben 
mit konstanten Eoeffizienten, die Lösungen 

dieselben sind linear unabhängig, da eine homogene lineare Relation 
mit y^konstanten^ Koeffizienten 

wegen i?^ + 

für jeden Wert von x, z. B. für x^ a; + 1, a? + 2, . . ., also 

»1 = 0, coj = 0, . . ., öjjt =« 
nach sich zieht. 

Eine solche Lösung ly^. heißt eine X-fache Löstmg der Gleichung 
P(i/J =»0; sie repräsentiert X verschiedene Lösungen^ da die Funk- 
tionen (6) wegen ihrer linearen Unabhängigkeit als l Elemente zu 
dem Aufbau eines Fundamentalsystems von (1) benutzt werden 
können. ^) 

Setzt man in der identischen Gleichung (5) x^~^y^ an Stelle 
von y^, so erhält man: 

Pki^'-'yJ = l [P,.ti^'y.) -{r + lc- l)P,_i(x'-'yJ], 

(Ä;=l,2,...,»;Po = P). 

Aus Pi_,(^J-0, P,_i(a;ijj = 0, P,_i(Ax) = ^> ••-, Pk-i(^'V.) = 
folgt daher sukzessive: 

P,(v.)-0, P,(xr,,) = 0, . . ., P,(a:?-ii?J = 0. 

Das heißt: Eine {q -\- \)- fache Lösung von Pk-iiv^ ^^ ^ 
Q- fache Lösung von P^ij/^) = 0. Ist z. B. iy^ eine ^- fache Lösung von 
^(Vx) = 0, so ist sie (Ä — l)-fache Lösung von Pi(yj.) «—0, (>L — 2)-fache 

1) Vgl. 2. Kap., II, B. 
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Lösung von P^iyx) = 0, . . ., 2-fache Lösung von Px-i(jf^ = und 
endlich l-fache Lösung von P;_i(yj = 0. 

Besitzt die Gleichung P(yj.) = eine und nur eine A-fache Lösung 
7^^, so besitzt nach obigem die Gleichung Pi(yJ = dieselbe Lösung 
(A — l)-fach, d. h. die Gleichung P(yJ = besitzt die Lösungen 

und die Gleichung Pj (yj =« die Lösungen 

Vx9 '^VxJ '^ Vxf • ' '7 ^ ^x'l 

beide haben also die gemeinsamen Lösungen 

l7) Vxy ^%f ^^Vx^'-y ^^'^Vx 

und keine anderen gemeinschaftlichen Lösungen. Ist daher T der 
größte gemeinsame (symbolische) Teiler^) von P und P^, so besitzt 
die homogene lineare Differenzengleichung T(yj^) = nur die Lösungen 
(7), ist also eine Gleichung (A — 1)**' Ordnung: 

(8) T(y,) = <fVx + ^'V.+i + • • • + <^*V.+.-.+ y.+i-i= 0, 
deren Koeffizienten nach Früherem rationale Funktionen von 

und deren sukzessiven Werten sind. Die „abgeleiteten" Differenzen- 
gleichungen 

^i(y«) = 0, T,(yJ = 0, . . ., T,_,(yJ = 

besitzen sämtlich die Lösung rj^'^ insbesondere ist 

also fj^ eine Lösung der Differenzengleichung erster Ordnung 
aus welcher sich 

ergibt*). Ist aber rj^ bekannt, so kennen wir auch die A linear un- 
abhängigen Lösungen 

Vx) ^Vx7 ' ' ' y ^" Vx 

der Gleichung P(yJ == und können daher nach Nr. I dieses Ka- 
pitels diese Gleichung auf eine solche (w — A)*®' Ordnung reduzieren. 



1) 2. Kap., VI. 2) Vgl. 1. Kap., I u. II, C. 
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Wir haben also den Satz^): BesiM eine homogene lineare Diffe- 
renzengleichwng n^ Ordnung eine und nur eine X-fache Lösung, so kann 
man diese durch einfache Quadratur finden; diese DiffereneengUichung 
läßt sich alsdann von ihrer mehrfachen Losung befreien und auf eine 
homogene lineare DiffereneengUichung (n — k)*''' Ordnung reduzieren. 



ni. Zerlegung eines homogenen linearen Dilferenzenaasdraekes 
in homogene lineare DifFerenzenausdrflcke erster Ordnung.^) 

Setzt man 

^x '^% y ^x ^x + i^x f % % + 2% + i% 7 "-y 

^x ^x^-n~l%^n-% " ' Vx f 

worin rj^\ rj^^\ . . ., rj^^ die in Nr. I dieses Kapitels definierten Funk- 
tionen sind, so lassen sich die Lösungen der Gleichung P(yJ = in 
folgender Form darstellen: 

X + X X + l «+1 

.,(»)_ ,.(1) V -!^ V *-_ 

y^ ^^ Zj u^'^) "*^t*(«v^" 

« + 1 •*« + 1 

Femer war nach Nr. I dieses Kapitels, Gl. (6) u. (7): 



I)f^J)[yf,...,yf)^.'r. 



XX X 7 



also bei geeigneter Normierung der Lösungen y^ , . . ., y^", die ja mit 
einer beliebigen „Konstanten'^ multipliziert werden können: 

(1) «f = -|%-, (*=l,2,...,«;i):^>=y« Df-l). 

^ X 

Jedes u^^^ genügt einer homogenen linearen Difierenzengleichung erster 
Ordnung 

^X X 



1) Guldberg, 5., S. 9—11. 

2) Pincherle, 6. u. 9,, §§ 286—290; BortoloUi, 8.; W. 
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Die Differenzengleichung P(yJ = wird durch die einzige Lösung 
y^ = u^ der Differenzengleichung 

X 

befriedigt^); daher ist nach dem 2. Kap., V: 

worin B^ einen homogenen linearen Differenzenausdruck (» — 1)**' Ord- 
nung bedeutet. Da Ä^(y^ nur für y^^ yj^^ U= u^^) rersch windet, 
80 ist 

und da 

P(yf)=^,^,(yf)=0 (Ä = l,2,..,n) 

ist, so besitzt die homogene lineare Differenzengleichung B^(y^)^0 
die n — 1 von Null verschiedenen Lösungen A^ (y^*^) , (t « 2, 3, . . ., n), 
d. h. die Lösungen 

Kix^-w' %U^^)' ■■■' «-;i^«(t)' 

oder nach Nr. I dieses Kapitels: 

**x > ^« ^ (2) ^ • • •? ^ar ^ (2)- ' " ' ^ «(»"i) " 

X + 1 •^x + 1 X 

Daher folgt in derselben Weise wie oben 

worin B^ ein homogener linearer Differenzenausdruck (w — 2)*®' Ord- 
nung ist, und die Gleichung B^{y^) = besitzt die n — 2 von NuU 
verschiedenen Lösungen 

Wir haben also 

fährt man so fort, so erhält man schließlich 

(2) P -» A^A^_y^ . . . A^Aj^, 

da wegen |> = 1 auch B^^ 1 sein muß. Hiermit ist der homogene 



1) UysoDgen, die sich nur durch eine f^Eonstante" unterscheiden, werden 
nicht als voneinander verschieden angesehen ; die triviale Lösung i/^ = wird 
stets an^r acht gelassen. 
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lineare Differengenausdruck n^'' Ordnung in n liomogene lineare Diffe- 
renzenaifsdrücke erster Ordnung zerlegt Ausführlicher lautet die Zer- 
legung: 

„(»-1) «(8) -.(1) ^ 

X XXX 

oder 

W^ + 1 ^x ^X ^X ^X ^X 

oder endlich mit Rücksicht auf (1) 

Diese Zerlegung ergibt sich auch als Folge der im 2. Kap., I, B 
aufgestellten allgemeinen Determinantenrelation (5).^) Aus derselben 
erhält man nämlich insbesondere: 






oder, da 

ist: 
(5) 



«» 



^^(yi'ii.y^ii. •••-ylt)^(yi''. yi*^ ■••.yi-V 

i>(yi^yf yi"') "";" 

Daraus folgt für Je = n: 

7i("-i) ^ r)(«) n(«-i) ' 

^x+l -^x ^x 

durch sukzessive Anwendung der Rekiirsionsformel (6) ergibt sich 
aber mit Rücksicht auf Gl. (5) des 2. Kap., III die Zerlegung (4). 

1) ir. 

2) Bortolotti, 3* (Die Arbeit enthält einen Fehler, der hier richtiggestellt ist.) 



D{y 


(1) „(«) 


-.yi"') 




oder 








(6) 


■D(y.. 


„(1) 


yl"0 




i>« 
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Hat man einmal die MöglicLkeit der Zerlegung eines homogenen 
linearen DiflFerenzenausdruckes w**" Ordnung P(yJ in solche erster 
Ordnung A^(ff^ eingesehen: 

■ 

worin 

ist, so kann man die Uj^ auch auf folgende Weise sehr einfach durch 
das Fundamentalsystem y^^\ . . ., y^"^ ausdrücken^): Es sei 

Pj= Aj^Aj^_^ . . . A^A^f 

und die Indizes der Fundamentalintegrale seien so gewählt, daß die 

Gleichung P^iy^^ =» die Lösungen y^^\ y^\ . . ., y^^ besitzt. Der 

Koeffizient von y^^j in Pj^ ist 1, der Koeffizient von y^^ gleich 
dem Produkt (— 1)*«!«^...«;^*); daher ergibt sich aus dem Heymann- 
sehen Satze*): 

X 

in derselben Weise ergibt sich durch Betrachtung von Pj^_i: 

2>(*-i) 

X 

folglich ist 

_ -^g + l ar + l 

Z X 

in Übereinstimmung mit den oben gefundenen Resultaten, da 






ist. 

Beispiel: Die linke Seite der DiflPerenzengleichung zweiter Ordnung 

P{y.) = y,+» + pi" yx+ 1 + pf y« - o 

mit den Fundamentallösungen t/^*\ y^*^ läßt folgende Zerlegung in 
homogene lineare Differenzenausdrücke erster Ordnung zu: 

P^ / ^ = A — "^i A — 



1) Pincherle (u. ^maWi), 9., Kap. X, § 290. 

2) Vgl. 2. Kap., V. 3) 2. Kap., HI, Gl. (S). 
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oder ausführlicher: 

^Kyx)^ (1) «/(i)«^^) -f/^M*r •/(!)' 

^x + l J/a: ya: + l ^x ^ar + l y« 

IV. Multiplikatoren. A^jnnglerte DifTerenzengleichaiig. ^) 

Unter dem Multiplikator einer homogenen linearen Differenzen- 
gleichung 

versteht man eine Funktion M^ derart, daß das Produkt M^P(j/^) 
eine vollständige Differenz wird: 

Jf,P(yJ-=A<2(yJ. 

Die Existenz solcher Multiplikatoren ergibt sich schon z. B. aus der 
Zerlegungsformel (3) bzw. (4) der vorigen Nr. III; denn aus dieser 
geht unmittelbar hervor, daß 

ein Multiplikator von P(y^ ist. Allgemeiner folgt aus GL (5) der 
vorigen Nr. III mit Rücksicht auf Gl. (7) des 2. Kap., I, C und Gl. (5) 
des 2. Kap., III, wenn man noch 

setzt: 

^i*li-P(yJ = A(2,(yJ, (fc=l,2,..,n)»)-, 

^26 j^adjungierten'^ Funktionen z^^^^^ sind also Multiplikatoren von (1). 

Wir wollen dieses Resultat noch auf eine andere elementare Weise 
ableiten, die uns zugleich einen tieferen Einblick in die Natur der 

Multiplikatoren gestatten wird^): Ist y^^\ y^\ • - -, y^^ ein Funda- 
mentalsystem von Lösungen der Gleichung (1), y^ ihre allgemeine 
Lösung, so besteht das Gleichungssystem 

{^) yx^k- ^iyxU+ oy,y^xlk+ ' ' ' +^nyi%k, (A=o,i,2,...,n-i), 



1) Pincherh, 2. u. 9., Kap. X, §§ 298—806; BortoloUi, 2. u. 8.; WaUeti- 
herg, 2. u. 8« 

2) Die neue Indexbezeichnung der Koeffizienten ist für das Folgende vor- 
teilhafter. 

8) BortoloUi, 2. 4) WdUmberg, 2. 
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worin die (o^ ^^Konstanten^^ sind. Löst man diese Gleichungen nach 
den y^Eonstanten'' o^ auf^ so erhält man: 

/ox ^(yj*^ yi*-^ y,.yr^--yi"^) 

^^^ '"*° D(y^yf yi"0 

worin wie früher (2. Kap., I, C) 

und 

ist; wegen der linearen Unabhängigkeit der Lösungen y^^\ y^\ . . ., y^"^ 

ist D + 0. 

Jede der Gleichungen (3) stellt eine ,,erste "Lösung" von (1) dar, 
d. h. die Ausdrücke Q^iy^) nehmen für jede Lösung von (1) einen 
^ykonstanten" Wert an; insbesondere ist, wie man sofort aus (3) 
ersieht: 

Qjy^'')-0, wenn * + *; (?, (yf ) - 1. 

Daher muß die DifiFerenz ^^Q^iV:,) ^ QkiVx+i) — QkiVx) ^^ i^^^ 
Lösung von (1) verschwinden, also nach dem 2. Kap., III mit P(y,) 
bis auf einen Faktor übereinstimmen, der sich durch Vergleichung 

der Koeffizienten von y,^„ in AQj,(y^) und P(y^) gleich ;3r^*|^ (=-^^"^1) 
ergibt. 

Folglich ist für jedes y^ : 

(4) Aft(yJ = ^«,P(yJ, 

oder ausführlicher: 

(4a) A (^.r^, + ^<»*>y,,. + • • • + ^f y,^._,) 

Hieraus erkennt man in der Tat, daß die Funktionen 



WO 



'' y * + n - 1 



ist, Multiplikatoren von (1) sind; die lineare Unabhängigkeit dieser 
.,adjungierten" Funktionen ist bereits im 2. Kap., I, C bewiesen worden. 



80 
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Durch Vergleicliung der Koeffizienten von y^, y^+i, . 
auf beiden Seiten von (4 a) erhält man 



Vx+n- 



(5) 



'x + 1 



— Z 



— Z 



— z 



iXk) 



(2*) 



(8*) 



■^X J + 1 ' 



IK 



'x + iy (A:=l,2,...,n). 



(n - 2*) _ in - U) ^ ^ (2) (*) 

(w-U) (*) (1) (k) 

\ X + 1 x *■ X aj + l 



Daraus ergibt sich fQr die z^^ (Ä;=« 1, 2, .. ., w) die zu (1) „arf- 
jungierte Differenzengleichung^^: 



ß) 



(«) 



(6) P(z,)^z,+p':^z,^,+p:,'Uz,^,+ -' + P_ 



(n-1) 
x+n-2^x-{-n 



-1+P 






0. 



Die anderen z^ sind, wie ebenfalls aus (5) hervorgeht, mit den 
je?-" durch die Gleichungen 



(7). 



X JC — »' •**--« * — #-1-1 • ' * » — 1 « 



(8 = 1, 2, . . ., M — 1\ 
Ä = 1, 1, . . ., W / 



verbunden; man sagt: „Die Funktionen z^~*^ gehören mit den Funk- 
tionen z^^ zur selben Art, und ebenso die homogenen linearen Diffe- 
renzengleichungen, denen sie genügen."^) 

Setzt man in (4a) für ;?^^*\ ^f*\ . . ., z^^''^^'^ ihre Ausdrücke durch 
z^^^ nach (7) ein, so entsteht auf der linken Seite von (4a) unter dem 
Zeichen A der bilineare Difierenzenausdruck Ply^y^^^)} wo 



oder 



(8) 



+ (^,-«+1 +i'i-n+l ^«-«+2 + ■ • • +Px~l^^^ yz> 



n-1 



n-t -1 



P(y„ O =2'y'+*2^^-"-»'"""^»-' (^^'=1) ' 



Jt = 



r = 



ist; es wird dann 



Q,{y.) = P (j/x. ^f ) • 



1) Vgl. 4. Kap , m. 
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Man kann nun für lineare Differenzengleicliungen das Analogon 
der aus der Theorie der linearen Differentialgleichungen bekannten 
„Loffrangeschen Beziehung''^) nach einer ähnlichen Methode ableiten^ 
wie sie Frdbenius^) für den Beweis dieser Relation angewandt hat: Der 
Ausdruck 

AP(y„0-^x+i-P(y,) 

verschwindet nach (4) für z^^ z^^^ (ä*« 1, 2, . .., w), also für n nach 
früherem linear unabhängige Lösungen der Gleichung P{z^ = 0; dieser 
Ausdruck muß daher nach dem 2. Kap., III, mit Piz^^n-^-i)^) ^^^ ^^^^ 
einen Faktor übereinstimmen, der sich durch Vergleichung der Koeffi- 
zienten von Zg^_^^^ gleich — y^ ergibt; es besteht also die identische 
Gleichung _ 

oder _ 

Setzt man noch 

^x + i = ^xf ^(^x-» + i) = ^'(^z+i) = P\^x)y 
SO nimmt die „adjungierte Differenzengleichung'^ (6) die Form an: 

oder kürzer: 

(9) P'(«,) = M,_. + (i>")M)x-n+. + • • • + (P^-^>«),-i + (?<•>«)« - ; 

sie besitzt die Fundamentallösungen u^\ u^\ . . ., u^ \ wo 

»T = d (Ä = l,2,...,») 
ist. Setzt man ferner 

sodaß 

n-l n-k-l 

wird, so lautet die oben gefundene Relation: 

ao) _ «,P(yJ-y,P'(«.) = A<2fy„«j.») 

1) Lagrange, Miscell. Taurin., 3., 179. 

2) Journ. für die r. u. a. Math. 76, 260 (1878). 

3) P(^;p_„^i) bedeutet, daß in P(r^) üftcraW x — n-^-l an Stelle von rc 
gesetzt wird. 

4) Pincherle, 2.; er nennt sie die „inverae" Gleichung. 

ö) Bortolotti (8.) muß infolge des bereits erwähnten Fehlers diese Relation 
auf den Fall p^^ = 1 beschränken; aus den obigen Entwickelungen {W.^ 2.) geht 
hervor, daß diese Beschränkung unnötig ist. 

Wallenberg: Lineare Bifferenzengleichangen. 6 
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Dies ist das Analogon der Lagrangeschen Beziehung; aus ihr folgt 
sofort, daß umgekehrt die Löstmgen von P{y^ =« MultipliJcatoren von 
P'(wJ sind. 

Die durch die Gleichung (10) ausgedrückte Eigenschaft des ad- 
jungierten Differenzenausdruckes P\u^) ist ftlr diesen charakteristisch: 
es sei nämlich jB(wJ ein zweiter homogener linearer Differenzen- 
ausdruck derart; daß 

ist, so folgt durch Subtraktion von (10): 

y,(ü(ti..)-P'(tiJ) = A(()~Ä); 

es würde also die Differenz A einer Funktion von y^, tf x+iy • •; ^^+»-1 
eine Funktion von j/^ allein sein, was unmöglich ist; es muß also 
B(u,) - P'(m,) (und S == Q) sein. 

Wir können die Multiplikatoren endlich noch auf eine dritte Art 
herleiten:^) Es sei 

diejenige homogene lineare Differenzengleichung (» — 1)*®' Ordnung, 
welche mit (1) die Lösungen 

gemeinsam hat. Dann muß nach dem 2. Kap., Y: 

sein, worin R^ einen homogenen linearen Differenzenausdruck erster 
Ordnung: 

bedeutet. Es ist also 

und daher, da P(y^*^) =0 ist: 

= 'S,(,fl,) + .fÄ,(yl*>), 



d. h. 



.(t) 



folglich 



SM'') ' 



^0/.) &t(y. + ,) S,(y,) ^^ S,(y,) 



S*(yi*ix) S,(yW.) S,(y(*)) -S,(j,«) 



1) Wallenberg, 8. 

2) iSjfc(y;5+i) bedeutet wieder, daß in 5^0/,) tifteroW aj + l an Stelle von x 
gesetzt wird. 
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Es ist also Ä~Vy^*|j ein Multiplilcator von P(y^ und 

S,(y:) ^ <o,8, (yf) (A=l,2,...«) 

eine erste ,^ösuiig" von P(y^) = 0; und zwar ist insbesondere für 

Vx ^ yx\ • • -^ yi*~ ^\ yx^^\ • • •? yi"^ ^^^ willkürliche ,,Konstante" ©^ = 0, 
für y, = yi*^ dagegen O;^ -= 1 . 

Es läßt sich leicht nachweisen^ daß diese Multiplikatoren mit 
den oben gefundenen identisch sind; es ist nämlich nach Gl. (5) des 
2. Kap., III: 

<? ^/ ^ = ^— i>-i ^( ^^^ V x ^ " '^Vx ' Vx _' - •' y/) 

also nach Gl. (7) des 2. Kap., I, C: 

*^*\y« / V ■^; y./ (1) (A-i) (*+i) (»)\ -(*)? 

d. h. in der Tat 



Daher ist ferner 



und folglich 



*f Ä,(yJ = ^^^^ = (?,(yj, 






Endlich ergibt sich für den bilinearen Differenzenausdruck (8): 



P(y.^f) = <2.(yJ = ^^; 



daher wird nach obigem Pfj/^., 0^") gleich einer „Konstanten*', sobald 

für y^ irgend eine Lösung von (1) gesetzt wird, was sich übrigens 
auch aus Gleichung (4) oder aus dem Analogon der Za^ran^ßschen 

Relation ergibt, da dann aus dieser AP(y^, 0^*"^) = folgt; ins- 
besondere ist: 

^\y^^'' )-% ^«Ofür i + k, *,,= !/ 
Es sei ferner 

6* 
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diejenige Differenzengleichung, welche mit der Adjungierten (9) die 

Lösungen u^^\ . . ., u^^~^\ wj*'^^\ . . ., w^"^ gemeinsam hat; dann muß 
wieder 



sein, worin 



ist; also 



und da 



ist: 



folglich: 



p'(«x)=»4^*K) 

7(A) " _ Jjy^^) 
J''(«x)___ n(«*-l) , 7'*f«x) A 2't(«;r-l) 



JEs ts^ also — Tj^ * (w j*^ \ ein Multiplikator der adjungierten Glei- 
chung P\u^ = 0. Nach dem 2. Kap., III (Analogon der Gl. (5)) 
folgt wieder 

-^kK^x) \ ^) j. / (1) (k-l) (A + l) ' («)\ y 

und nach 61. (11) des 2. Kap., I, C: 

'^- ll ^a: » • • • » *« » ^» y " "f ^x J Vx 

sodaß 

ist. Beachtet man, daß bei der adjungierten Gleichung die Operation 

D~^yx=' Jfx-i dieselbe RoUe spielt wie die Operation Dy^'^yx+i 
bei der ursprünglichen Gleichung, so besteht zwischen den beiden 
gefundenen Relationen 

vollkommene Reziprozität. 

Mit Benutzung des Operationssymbols -Dy^«=y^^i und des Symbols 
der in Versen Operation. D~^y^ = t/^_i läßt sich der Differenzenausdruck 
P(yJ folgendermaßen schreiben^): 

1) Ii(Mj._i) bedeutet, daß in Ti^iu^^) überall x — 1 an Stelle von x ge- 
setzt wird. 

2) Für das Folgende Boi-toloUi, 3. 
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und der adjnngierte Differenzenausdruck: 
oder 

P'(y.) -=pi'^y. + p':-\''i>-'y. + - ■ ■ +pi''-n^ii>-'^'y. + D-y,. 

Man erhält also den adjungierten DifiEerenzenausdruck, indem man in 
dem ursprünglichen Ausdruck P{y^) an Stelle von D^y^ die inverse 

Operation D~^y^ setzt und auf j)^*"*^ die Operation Z)~* ausübt. Um 
die AdjuDgierte der Adjungierten zu bilden^ hat man daher in P'iy^) 
an Stelle von D~^y^ die inverse Operation D*^, zu setzen und auf 

Px'k ^^® Operation D* auszuüben; dann erhält man aber wieder 
P(y,); also: 

a) Die Ädjungierie der Adjungierten eines homogenen linearen 
Differeneenausdruckes ist der gegebene Ausdruck seiher. 

Ferner folgt leicht: 

V) Die Adjungierte der Summe oder Differenz zweier Differenzen- 
au^drücke ist gleich der Summe oder Differenz der Adjungierten. 

Sind endlich zwei homogene lineare Differenzenausdrücke 

A{.y:)^2aMiyy, und B{y:)^2K{<^Wy, 
gegeben, so ist ihr (symbolisches) Produkt^) 

Die Adjungierte dieses Produktes lautet: 

= ^(i)-'-OoD-'^ + D-^a,i)-'+'6,_, + • • • + D-^aX)D-'y^ 

= 2{\I>-'ar + D-^6,l>-'Or_i + • • • + D-%D--a^)I)--y^ 
= B'A\y:), 



worin 



Ä'{y,)^2D-'arJi-'y. und B'(y,) =2D-^KI)-'-y, 

die Adjungierten von A{if^ bez. B(y^ sind; also: 

c) Die Adjungierte des Produktes AB{y^) zweier homogener linearer 
Differenzenausdrücke ist gleich dem in entgegengesetzter Reihenfolge der 
Faktoren genommenen Produkt B'A'{y^ ihrer Adjungierten. 

Daraus folgt sofort der Reziprozitätssatz: 

1) Vgl. 2. Kap , V. 
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d) Die Adjungierte des Produictes mehrerer homogener linearer 
DifferenaenausdrücJce 

AB... HK(y^) 

ist das in entgegengesetzter Reihenfolge der Faktoren genommene Produkt 

K'H' . . . B'A'iy,) 
ihrer Adjungierten. 

Betrachten wir z. B. das Produkt zweier einander adjungierter 

Ausdrücke 

5(yJ = ÄA'iy:), 

SO ist nach dem Reziprozitätssatze und nach a): 

B'(y») = (Ä'YA'iy,) - AA'ij,;). 
Also: 

e) Das Produkt zweier einander adjungierten Differenzenausdrücke 
ist mit seiner Adjungierten identisch. 

Da ein homogener linearer Differenzenausdruck nuUter Ordnung 
^xVx ^^^^ selbst adjungiert ist, so gilt Satz e) auch noch für den 
allgemeineren Ausdruck Aa^A\y^. — Ferner ergibt sich aus dem 
Reziprozitätssatze und aus der Zerlegungsformel (3 a) der vorigen 
Nr. III sowie aus den Entwicklungen der Nr. I dieses Kapitels: 

f) Die Adjungierte des Differenzenausdrudces 

Ay.) = A-J„j A-^ • • • A-^3- A^; A^ 
Vx % ' nx ^x ^x 

lautet: 

^'(yj - A'-;, A'-l^ A'-l^ . . . A'^i_-, A'^^ . ') 

^X ^X ^X Vx % 

Die Differenzengleichung Aiy^^ = besitzt die FundamentaUösungen 

% y % ^^x ^ " y % ^% ' j^% y 
die adjungierte Gleichung A\y^) = die Fundamentallösungen 

% y % j^% ^ '-y % j^n^ '••^% ' ) 



1) A't*, = Wjp_i — w^. ist die Adjungierte von Au^-^-w^p^i — u^^, 

2) Weitere Untersuchungen über diesen Gegenstand rühren ebenfalls von 
Bortolotti (4. u. 5.) her, insbesondere über homogene lineare DifferenzenausdrQcke, 
die ihren Adjungierten äquivalent sind. 
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T. ToUständige lineare Differenzenglelchungen.^) 

Unter einer vollständigen linearen Diflferenzengleichung versteht 
man die Qleichnng 

(1) P(tf,)^y,+n +pl'^y.+n-i + ■ ■ ■+p!:^y.=p.- 

Ein besonderer Existenzbeweis für eine Lösung derselben braucht, 
falls die Koeffizienten rationale Funktionen von x sind, nicht erbracht 
zu werden, da man zeigen kann, daß jede Lösung von (1) auch einer 
Jiomogenen linearen Differenzengleichung genügt*): Ist nämlich yg=^rj^ 
eine Lösung von (1), also P{ri^)^p^, und wird P(%) = P^ gesetzt, 
so ist 

d. h. rjjp genügt der homogenen linearen Differenzengleichung (n + 1)*®' 
Ordnung 

(2) P.Pi^.^ö-P.^tHyJ'O.») - 

Aus (2) ergibt sich 

^(^x + l) ^Px-^1 
P(yx) Px ' 

also 

P(yx) - ^Pxy 

worin a eine willkürliche „Konstante" bedeutet. Die vollständige 
Gleichung 

(3) P(y.) - «i,, = 

stellt eine „erste Lösung" von (2) dar, d. h. jede Lösung von (3) be- 
friedigt die Gleichung (2), und umgekehrt (bei geeigneter Wahl der 
„Konstanten" co); dem Werte co = entsprechen die Lösungen der 
„redu;eiert€n Gleichung'^ -PC^x) == ö» ^^^ ^^^^ ebenfalls der Gleichung (2) 
genügen. Ist y^ = t]^ eine Lösung von (2), für welche in (3) cd + Ö 
ist, 50 genügt wegen P{(ori^) = (oP(ri^) die FunTction yg.'^ cor]^ der vor- 
gelegten Gleichung (1). 

Ist rj^ eine Partikularlösung, y^ die allgemeine Lösung von (1), 
so genügt y^ — rj^ der homogenen linearen Differenzengleichung 

(4) P(y.)-0; 

denn aus P(yx)=P., P(v.)-P. folgt P(yJ-P(»?.) = P(y,-»2j = 0. 
Bilden daher yj^, y , . . ., y^"^ ein Fundamen talsystem von Lösungen 



1) Lagrange, 2. (vgl. Lacroix, 1.; Boole, 1.; Markoff, 1«; Seliwanoff, 2.); 
Wallehberg, 2,, I. 

2) W. 

3) P(ysc^i) bedeutet wieder, daß in PiPx) überall rc+l an Stelle von x 
gesetzt wird. 
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der ^^reduzierten Gleichung'^ (4), so lautet die allgemeine Lösung 
von (1): 

worin Oj, cjg, . . ., o^ willkürliche ;,Konstanten" sind. 

Wir werden im uächsten Kapitel sehen, daß man in vielen Fällen 
eine solche Partikularlösuug direkt finden kann. Hier dagegen wollen 
wir zeigen, wie man die allgemeine Lösung von (1) mit Hilfe der 

Lösungen y^^ der reduzierten Gleichung (4) und ihrer Adjungierten 

herstellen kann. Dazu bedienen wir uns der Za^ron^eschen Methode 
der „Variation der Konstanten'^ ^): Wir setzen die allgemeine Lösung 
von (1) in der Form an 

Vx'^^x Vx +^x Vx + • • • + ^x Vx > 

worin die cj*^^ aber keine „Konstanten", sondern noch zu bestimmende 
Funktionen von x sind. Da wir n Funktionen zur Verfügung haben 
und nur eine Bedingung zu erfüllen ist, so können wir n — 1 neue 
Bedingungen einführen und wählen dieselben so, daß y^-^i, y^+i} • • •; 
Vx+n-i dieselbe Form haben, als ob die cj „Konstanten" wären. 
Da c^^i =c^ + Ac^ ist, so erhalten wir das Gleichungssystem 

y... = «iVI,. + ^iV!* + --- + ^ryit* (*=o,i,...,«-i) 

mit den Bedingungen 

(5) yi^i,Ac« + yi:»Acf + •••.+ y<";,Acf = 0, (fc = l,2,...,«-l), 
zu denen noch die Bedingung 

(6) y^'l Ac<*^ + y^l Ac<*' + • • • + y<"l Ac^"^ - p 

\ J *^x + n X ' ^* + n x ' ' •^« + n x ^x 



tritt, die sich ergibt, wenn man die Werte für y^, y^^u • • •> Vx^ 
und 



ii-i 



y . = c^'V*'! + • • • + c««<"i + il Ac^'^ + --- + i'l Ac' 

"x-\-n X "jf + n ' ' X »'x + n • *^x-\-n x ' ^x + n j 



in die Gleichung (1) einsetzt. Dividiert man die Gleichungen (5) 
und (6) durch p^ und vergleicht sie mit den zur vollständigen Be- 
stimmung der adjungierten Funktionen z^^ dienenden Gleichung (8) 
im 2. Kap., I, C, so erhält man 






1) Lagrange, 2., S. Iö6 ff. 
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also 

und daher als allgemeine Lösung der Gleichung (1): 

worin auch (nach der vorigen Nr. IV) e^ = _ . _ gesetzt werden 

kann; die in (7) auftretenden Summen enthalten noch je eine will- 
kürliche additive „Konstante". 

Dieses Resultat folgt auch unmittelbar aus Gleichung (4 a) der 
vorigen Nr. IV*): Da nämlich für jede Lösung y^ von (1) 

ist, so ergibt sich aus (4a) (Nr. IV) das Gleichungssystem: 

multipliziert man diese Gleichungen der Reihe nach mit y^^\ y^\ . . ., y^"^ 
und addiert, so erhält man mit Rücksicht darauf, daß nach der Defi- 
nition der z_ : 



(8) 






ist, den Ausdruck (7) als allgemeine Lösung derDiflFerenzengleichung(l). 
Wir sind jetzt imstande, die Untersuchungen über die Zusammen- 
setzung bzw. Zerlegung homogener linearer Differenzenausdrücke im 
2. Kap., V zu vervollständigen*): Wenn die homogene lineare 
Differenzen gleichung »*•' Ordnung P(yJ ^ durch alle Lösungen der 
homogenen linearen Differenzengleichung A:**' Ordnung Q{y^ = (Ä<n) 
befriedigt wird, so ist nach dem 2. Kap., V: 

worin JR ein homogener linearer Differenzenausdruck (n — Tcf ' Ordnung 
ist, dessen Koeffizienten sich aus denen von P und Q und deren suk- 
zessiven Werten rational zusammensetzen. Es sei nun y^\ y^^\ . . ., y^^ 

ein Fundamentalsystem von Q{y^) = 0, y^^\ y^^\ ..., t/^\ y^^'"^\ ..., y^"^ 

ein Fundamentalsjstem von PCO = 0, so genügen die von Null ver- 
schiedenen Funktionen 



1) WaUtfiberg, 2., 1. 2) W. 
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der homogenen linearen DiflFerenzengleicliung B{y^ = 0; und zwar 
bilden sie ein Fundamentalsystem derselben^ da aus einer Relation 

«'xt.f + • • • + ««-*«']"-*' - Qi'o.yr'' + ■■■ + «'„-»yf ) = 

folgen würde, daß die Gleichung ^(yj = mehr als k linear unab- 
hängige Lösungen besitzt, was nach dem 2. Kap., III unmöglich ist. 
Ist umgekehrt w^ die allgemeine Lösung der Gleichung i2(y^) = 0, 
so befriedigt jede Lösung rj^ der vollständigen Gleichung 

die Gleichung P(yJ = 0, da 

ist. Die allgemeine Lösung dieser Yollständigen Gleichung 

Vx'^Vx ^ ^x^x-^l + yx ^^x^x^l H t-Vx ^ ^x^x + lf 

worin £i^^\ 0^\ . . ., g^^ bestimmte Lösungen der zu ^(yj = ad- 

jungierten Gleichung Q (z^ == sind, stellt daher auch die allgemeine 
Lösung von P{y^ =■ dar, da sie n wesentlich verschiedene willkür- 
liche „Konstanten" enthält: w^ enthält n — h willkürliche „Konstanten" 
und jede der k Summen je eine additive willkürliche „Konstante". 

Als besonderen Fall behandeln wir die lineare Differenzengleichung 
erster Ordnung: 

(A) Vx + l-PxVx-^x'^) 

Ist u^ eine Lösung der reduzierten Gleichung 
(B) yx^i-PxVx-O, 

also nach dem 1. Kap., II, C: 

und setzt man 

so ergibt die Gleichung (A): 

(^■x+i%+i-Px<^x^x-Qx7 
oder, da c^^^ = ^^ + Ac^ und u^+^—p^^^ = ist: 

««x+iAc', = g,, Ac,= -, (^x = ^-^- - + ^^ 

^x + l ■^■^ ^x + 1 



1) Lagrange, 1. (vgl. Boole, 1.). 
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worin öj und o' „Konstanten*' sind. Die allgemeine Lösung von (A) 
lautet also: 

oder ausfährlicher geschrieben: 

(G) yr-Üp-üj^^ + '^nP'^ 

darin ist auch o = q • o' eine y^Eonstante^, während sich cä im ersten 
Gliede rechts gehoben hat; so daß E stets gleich 1 gesetzt werden 
kann. — Es sei noch bemerkt^ daß die nicht lineare Differenzen- 
gleichung erster Ordnung 

nach Division durch u^u^^^ mittels der Substitution y, =* — in eine 
lineare Differenzengleichung erster Ordnung transformiert werden kann. 

Beispiele: 
1 . y* + 1 — 3 y, = a* (Seli wanoff ). 

Hier ist q^ = a*, i>a. = 3, also u^ = 3* Der Ausdruck ^ ^-^ 

hat verschiedene Werte, je nachdem a + 3 oder a = 3. Ist a 4= 3, 

so ist 

(-Y 
und daher 
Ist dagegen a = 3, so ist 

also 

y, = ^a; • 3' + o • 3'. 

2- y*+i - StT ■ '3* -+4 y. = 3^ + 4 (Markos; SeliwanofiF). 
Die Gleichung 

Vx + l ^ P x + k { Px + \Px^l"Px^k \ 
Vx'^ Px \ PxPx^l-"Px + k-l) 



3-^ 



a' 
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hat offenbar die Lösung 

daher ist hier: 

__ (2a;+l)(2a; + 3)(2a; + 5) ^« ^ ^ 

**x — - Zx-\-l ' u^'^ 1 "" (2i 4- 3) (2a; + 5) (2a; + 7) ' 

-Zfti^Vi 8^(a;+"^)(a;"+f)(x + i) 16 '(x + i){x + \) 



1 1 



also 



4 (2a; + 8) (2a; + 6)' 

_ 1 2a;+l (2a; +1) (2a; + 3) (2a ; + 6) 

"* 4 3a;+l "^ 3a; +1 

3. y:c+i-^yx = r(rc+i) (Booie). 

y^«(a; + o)r(fl;). 
4. -4«5 der Rekwtsionsformel 

yx^i--\yx = ^^ 

soU y^QQ berechnet tverden, ivenn y^^O ist. (Markoff). 

und durch zweimalige Anwendung der partiellen Summation^): 

" y« = 2^i[2'(^*-2(2a;+l) + 8)] + J; 

da bei diesem Beispiel nur ganzzahlige x in Betracht kommen, so ist 
hier cj eine wirkliche Konstante, und zwar o = — 12 wegen y^ = 0; 
also: 



1) Nach der bekannten Formel 



^Lj x{x + 1) • • • (a; + n) n x(x-\-l)"-{x-\-n—l)^ 

siehe z. B. Seliwanoff, 2., S. 34 (vgl. i. Kap., II, B, Formel (b)). 

2) ^^x^^x^'^x^x — ^^x^'^x-{-i ("ehe z. B. Seliicanoff, 2., S. 37; vgl. 
i. Zop., II, B, Formel (h)). 
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woraus 



y,oo= 19212- '!o = 19212 -A, 



d. h. äußerst nahe 

y,oo -- 19212 
folgt. 

YI. Iteration linearer liomogener Differenzenausdrttcke. 

Symbolisclie Potenz.^) 

Wird ein homogener linearer Differenzenausdruck n*®' Ordnung 

P{y.) =pTy.^n + pi"yx+»-i + • • • + ?>i"'y, 

j,iterieri^\ d. h. mit sich selbst komponiert; so entsteht ein homogener 
linearer Differenzenausdruck von der Ordnung 2n: 

derselbe wird befriedigt durch die Lösungen von P(t/J = und durch 
die Lösungen der vollständigen Gleichung P(yJ =* i?^., wo iy^ eine 
Lösung von P(ya.) = ist. Aus der letzteren Gleichung geht hervor, 

daß das Iterationsresultat wesentlich z. !3- von p^^ abhängt; und da 

man durch Multiplikation der Gleichung P(yJ = mit einer will- 
kürlichen Funktion von x diesem Koeffizienten jeden beliebigen Wert 
geben kann, so liefert demnach die (ein- oder mehrmalige) Iteration 
einer homogenen linearen Differenzengleichung eine imendliche Menge 
von homogenen linearen Differenzengleichungen, welche mit der ur- 
sprünglichen Gleichung sämtliche Lösungen gemeinsam haben. 

Wir wählen nun als Ausgangsgleichung eine homogene lineare 
Differenzengleichung erster Ordnung: 

and iterieren sie n-mal; die dadurch entstehende Differenzengleichung 
n**' Ordnung P"(yJ = besitzt zunächst eine Lösung von 

'■^=^. ...0 ,.-nfe-,i». 

femer eine Lösung von s^y^^^ — t^y^ = ii^\ also nach der vorigen Nr. V : 

(1) VI ^a? (1) VI 1 (8) 

"x ''r + 1 * 

ferner eine Lösung von s^y^^^-— t^y^ = ri^^\ also: 
1) WdUenberg, 2., S. 58 ff. 
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^^ 'x^x + 1 ^X% + 1 X ^^ X 

usf. Die Differenzengleichung P^iy^) = besitzt also die Lösungen 

von denen man ähnlich wie in Nr. I dieses Kapitels zeigen kann, daß 
sie voneinander linear unabhängig sind. 

Wählt man insbesondere t^=-l, so werden diese Lösungen: 

^ («) « ^ (1) 3;(a; — l )'--(a; — n + 2) ^ 

^ix Ux 1.2...(« — 1) ' 

aus ihnen ergeben sich durch geeignete lineare Verbindungen folgende 
Lösungen: 

Vx ^ Vx y Vx "^ ^% 7 Vx —^Vx \—^^x ^Vx/f'-'y^x ^ ^x • 

Die Lösung rjj^^^ ist also nach unserer früheren Bezeichnung 
(3. Kap., II) n- fache Lösung der Gleichung P^{y^ = 0; besitzt um- 
gekehrt eine homogene lineare Differenzengleichung Q{y^ = die 
w- fache Lösung ri^y so ist 

worin 

ist. Hieraus ergibt sich die Berechtigung unserer Terminologie. 

Die Differenzengleichung P'*(yj = geht durch die Transformation 

yx--Vx^^x-YIj-'^x 



in diejenige Differenzengleichung über, welche die Lösungen 1, x, 
x^, , . ,y x^~^ besitzt, d. h. in eine Differenzengleichung mit konstanten 
Koeffizienten, die man symbolisch folgendermaßen schreiben kann: 
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zwischen den w Lösungen y^^ von P*(yJ = bestehen w — 2 homogene 
Belafcionen zweiten Grades Ton parabolischem Typus 

Wir wollen noch untersuchen^ wann eine homogene lineare 
Differenzengleichung zweiter Ordnung 

durch Iteration aus einer homogenen linearen Differenzengleichung 
erster Ordnung 

hervorgeht. Es ist: 
es mufi daher sein: 

fT' ^^ Q.XJ W ^ar* 

Setzt man "^ = w,, so wird 

^x ' 



V^* - + ^x^i --Qx> y^^x- ^; 



also durch Elimination von - *- 

^x + l 



^x^x + 1+Qx^x + ^x-^'^ 

setzt man ferner m^. = *^ , so geht diese Gleichung über in 

^x + 2 + %^x + i + ^x^x = 0, 

welche mit der vorgelegten Gleichung identisch ist. Aus t^ ^ s^u^^y 
w, « r^ ergibt sich : 

x + l 



«X + l «X 



«X »"x ' "^ 



Ylh ^^=^^'17^5 



darin ist ^3.=*-'^ , wo iy^ eine Lösung der vorgelegten Gleichung 

^x 

zweiter Ordnung bedeutet. Wir sehen also, daß die Koeffizienten q^ 
und r^ gar keiner Beschränkung unterworfen sind, und können den 
Satz aussprechen: 

Jede beliebige homogene lineare Differenzengleichmig zweiter Ordnung 
kann cUs Iteration einer homogenen linearen Differenzengleichung erster 
Ordnung dargestellt werden. 

1) Das Produkt ist symbolisch aufzufassen. 
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Durch Koeffizientenabzählung erkennt man leicht^ daß diese Eigen- 
schaft auf Gleichungen zweiter Ordnung beschränkt ist; für Gleichungen 
höherer als zweiter Ordnung, welche Iterationen von Gleichungen 
niedrigerer Ordnung sind, müssen zwischen den KoefG.zienten stets 
Bedingungsgleichungen bestehen. — Da die homogene lineare DiflFe- 
renzengleichung zweiter Ordnung sich stets als Iteration einer Glei- 
chung erster Ordnung darstellen läßt, so haben ihre Lösungen nach 
obigem die Form: 

1) Vgl. 2. Kap., ni, 1. Anwendung, sowie 3. Kap., I, 1. Beispiel. 



Viertes Kapitel. 

Grnppentlieorie 1. Teil. Transformation. 

I. Inyarlante Funktionen der Losungen eines Fnndamental- 

systems. ^) 

Es sei gegeben die^ lineare homogene Differenzengleichung 

(1) P(yJ = y,^. +l>iV+n-i + • • • +l'i"V. - 0, 

worin die ^^ gegebene rationale Funktionen von x bedeuten. Wir nennen 
irgend eine rationale Funktion eines Fundamentalsystems yj*^, yj*^, . . ., y^**^ 
von Lösungen der Gleichung (1) und ihrer sukzessiven Werte y^^\^y 

Vxliy "-y Vxli'^ yi+»; • • •) yits' • • • ^^* rationalen Koeffizienten eine 

invariante Funktion der Fundamentallösungen yj^\ . . ., y^^ und ihrer 

sukzessiven Werte, wenn sie als Funktion von yj^ , . . ., y^ und ihren 

sukzessiven Werten formal invariant bleibt, falls man yj^^, yj*\ . . . , y^^ 
und ihre sukzessiven Werte den Substitutionen der allgemeinen linearen 

homogenen Gruppe unterwirft, d. h. y^ (i =• 1, 2, . . ., n) durch 

'^i'^ = «ayf + ««yf + --- + «,,yf (i-l,2,...,n) 
und entsprechend y^\ (i == 1, 2, . . ., w) durch 

"ilp - «« iZp + '-- + a,„i:lp (i - 1, 2, • . •, «) 

ersetzt, wobei die a^^ ein System von n^ beliebigen „Konstanten" be- 
deuten, deren Determinante von Null verschieden ist (vgl. 2. Kap., II, B). 
Wir haben schon ein System solcher invarianten Funktionen 
kennen gelernt; denn die Koeffizienten ^^ der Gleichung (1) sind 

solche rationale Funktionen der y^^\ . . ., y^ und ihrer sukzessiven 



1) Guldberg, 1<», 7*, Kap. 1; vgl. Stephansen, 2. 

Wallenberg: Lineare Differenzengleichangeii. 
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Werte. Die Gleichung (1) läßt sich ja (vgl. 2. Eap.^ III) in Deter- 
minantenform folgendermaßen schreiben: 



(2) 



y.+», 


y.+,- 


-17 


. . ., 


y» 






• 


m 


-If 


• • • 


yf! 

. ! 


» 







• 




. . .; 









Die Koeffizienten p^ sind folglich darstellbar als Quotienten zweier 

Determinanten und bleiben daher invariant, wenn die y^^\ . . ., y^^ 
einer linearen Substitution unterworfen werden, da Zähler und Nenner 
sich mit derselben Determinante multiplizieren. (2. Kap., UI.) 

Wir werden jetzt folgendes Theorem beweisen: 

Jede rationale invariante Funktion eines Fundamentalsystems y^\ ..., 
y^^ von Lösungen der Differenzengleichung (1) und ihrer sukzessiven 
Werte mit rationalen Koeffizienten läßt sich rational durch die p^ und 
ihre sukzessiven Werte ausdrücken.^) 

Wir bemerken zuerst: hat man irgend eine rationale invariavUe 
Funktion von y^\ . . ., y^"^ und ihren sukzessiven Werten mit ratio- 
nalen Koeffizienten, so kann man mit Hilfe der Gleichung (1) die 
n^^ und höheren sukzessiven Werte beseitigen und erhält durch diese 

Reduktion eine rationale Funktion, die y^\ ..., y^"^ und deren sukzes- 
sive Werte höchstens bis zum (n—V)^^ enthält, und, da die Glei- 
chung (1) rationale Koeffizienten enthält, ebenfalls nur rationale 
Koeffizienten besitzt. 

Nach dieser Reduktion haben wir dann eine rationale Funktion 

deren Koeffizienten rationale Funktionen der p\^ und ihrer sukzessiven 
Werte sind. Wir werden jetzt zeigen, daß die Funktion R in dieser 
Form frei von y^\ . . ., y^"^ und ihren sukzessiven Werten, also eine 
bloße Funktion der p^^ und ihrer sukzessiven Werte ist. *) 
Man hat nämlich: 

^yyx ^ "-y yx f yx+iy •••? ^x+n-i? '•') > 

1) Analogon des Appdlschen Satzes aus der Theorie der linearen Differential- 
gleichungen (Ann. de TEc. Norm. (2) 10, 391). 

2) Die Koeffizienten derselben sind rationale Funktionen von x. 
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wo die p^^ und ihre sukzessiven Werte in den Koeffizienten von B 
auf beiden Seiten dieselben geblieben sind. 

Wir können nun die „Konstanten" a,.^ so wählen, daß für 
einen gegebenen, sonst aber willkürlichen Wert von a;, für welchen 

J)(y^^\ ..., y^"^) +0 ist, die Funktionen 

^xf"'^^x^ *^a? + l> •••? '^aj+lJ '^x + n-V "-f ^x-i-n-1 

willkürlich vorgeschriebene Werte annehmen. (Vgl. 2. Kap., U, A.) 

Hinge dann R von irgend einem dieser Werte ab, so wäre die 
Gleichung (3) unmöglich; denn die rechte Seite ist. von den a^ un- 
abhängig, während die linke Seite einen bestimmten Wert mit den 
a^ annimmt. Die Funktion R kann also nicht von den y^^\ . . ., 

y^\ . . ., yj!^^_i abhängen, sondern nur eine Funktion der p^^ und 

ihrer sukzessiven Werte sein. Q. e. d. 

Ist die rationale Differenzenfunktion i2(yj keine absolute, sondern 
nur eine relative Invariante, d. h. multipliziert sie sich bei Er- 
setzung der y^ durch die 0^ mit einer von Null verschiedenen „Kon- 
stanten^': 

so folgt zunächst aus den Prinzipien der algebraischen Invarianten- 
theorie, daß c gleich einer ganzzahligen Potenz der Substitutions- 
determinante 

d = I a^^ I (i, Ä = 1, 2, . . ., w) 

sein muß: c = d^. Nun ist aber 
also 

d. h. — ^=^- ist eine absolute Invariante und daher nach obieem eine 

rationale Funktion der Koeffizienten p und ihrer sukzessiven Werte. 
Folglich wird, da nach früherem (2. Kap., III): 

ist, U[yJ gleich einer rationalen Funktion der pf und ihrer sukzessiven 

Werte f nmUipliziert mit einer Potenz von (oJJ(—iyp^K 
Die Determinante 



W 



(1) .,(2) ..(») 



7* 
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ergibt sich z. B. leicht als Fanktion der j) , wir haben nämlich: 



W 



D« 



p. - (- ly IT (^gL -8- -K«Pv ni), 



also: 



^f-(-iyi'f»j7(-i)"pr- 

Das Theorem von der inyarianten Fanktion der Fandamental- 
lösangen findet eine Anwendung bei der Bestimmung der Bedingung 
dafür, daß zwei lineare homogene Differenzengleichungen der Ord- 
nungen n und m: 

eine gemeinsame Lösung besitzen. 

Es sei yf , . . ., y^> ein System von FundamentaUösungen Ton 

Pjjf^ = 0. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß 
die beiden Gleichungen eine gemeinsame Losung besitzen, ist: 

oder 

cMv-') + ^My'^) + • • • + (^My-') = o, 

wo die C ,,Konstanten'' sind. Folglich hat man: 

Die linke Seite dieser Gleichung ist eine relativ -invariante Funktion 
der Lösungen y^\ . . ., y^ , und man erhält nach Division durch den 

Faktor g)JJ{— lYp^^ die gesuchte Bedingung in der Form, daß eine 

rationale Funktion der Koeffizienten der gegebenen Gleichungen und 
ihrer sukzessiven Werte gleich Null ist (vgl. 2. Kap., IV). 

Beispiel. Man stelle die Bedingung dafür auf, daß zwei lineare 
homogene Differenzengleichungen zweiter Ordnung: 

yx+i + Pxy^-^i + QxVx-^ 

eine gemeinsame Lösung besitzen.^) 
Äußösung: 

QxQx^l + 2x?x + l - Qx^x + l - ^xQx^l +PxPx + l Qx + ^x^x^l% 

- Px^x + l Qx - PxPx^lQx - 0- 



0. 



• 4 



1) Stephansen, 2.; vgl. 2. Kap,, Schluß, 2. Beispiel, 
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Eine zweite Anwendung findet das Theorem über die inyarianten 
Funktionen bei der Bestimmung derjenigen homogenen linearen Diffe- 
renzengleichung, welche die Lösungen zweier gegebenen linearen 
homogenen Differenzengleichungen der Ordnungen n und m: P^(y^) = 

und ^a:(0 ^ ^ besitzt. Es sei y^^\ ..., y^^ ein System von 

Fundamentallösungen der ersten Differenzengleichung und 0^\ ..., a^^ 

ein System von Fundamentallösungen der zweiten Differenzengleichung. 
Die gesuchte homogene lineare Differenzengleichung, deren Ord- 
nung n -\- m ist; schreibt sich dann: 



(4) 



!^x + m + n <fx-k-m+n ^x + m-^n > x-\-m + n 'jr + m + n 



♦y 4i(^> «("> ^^^> ^('") 



= 0. 



Die linke Seite dieser Gieichung ist eine relativ-invariante Funktion von 



und von 



2^* ' J'ä+I? • • '7 ifx + m + n 






An) (n) (1.) 

*x ^ '^x+V ' ' -7 ^x + m + n' 



Sie läßt sich folglich, abgesehen von dem Faktor (oU{— l)'"+'»l)^''^gj'"^ , 

als rationale Funktion der Koeffizienten der beiden gegebenen Diffe- 
renzengleichungen und ihrer sukzessiven Werte ausdrücken.^) 

Dieselbe Methode dient auch zur Bestimmung der linearen homo- 
genen Differenzengleichung, welche die Lösungen dreier oder mehrerer 
linearen homogenen Differenzengleichungen besitzt. — Besitzen aber 
die gegebenen linearen homogenen Differenzengleichungen gemeinsame 
Lösungen, so ist die aufgestellte Determinante (4) identisch Null, da 
sie eine oder mehrere identische Kolonnen besitzt. 

Man bildet in diesem Falle erst die lineare homogene Differenzen- 
gleichung B^(y^) = 0, welche die gemeinsamen Lösungen der beiden 
gegebenen Differenzengleichungen besitzt (den größten gemeinsamen 
Teiler, 2. Kap., VI). Die gegebenen Differenzengleichungen schreiben 
sich daher: 
P(y.) ^ SR(y;) = 0, Q(y,) ^ TR{y^) = 0. 

1) Stephatisen, 2,; vgl. ^. Kap., VI. 
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Die beiden linearen homogenen Differenzengleichungen 

S(uj«0 und T(uJ=-0 

haben dann keine gemeinsamen Lösungen. Man bUdet dann nach der 
angegebenen Methode die lineare homogene Differenzengleichung: 

AiuJ = 0, 

welche die Losungen von 5(uJ = und T(u^ — besitzt. Die ge- 
suchte lineare homogene Differenzengleichung ist dann 

ÄR(if,) = (vgl 2. Kap., VI). 

Außer den bisher betrachteten invarianten rationalen Funktionen 

eines Systems von Pundamentallösungen y^^\ . . . , y^^ gibt es auch 

rationale Funktionen, die bei einer Untergruppe der linearen homogenen 
Gruppe invariant bleiben. 

Betrachten wir zum Beispiel die lineare homogene Differenzen- 
gleichung zweiter Ordnung*): 

so lautet die allgemeine lineare homogene Gruppe: 

'^T - %y^' + %yT ■ 

Eine ihrer Untergruppen ist: 







*f = «xyf + «.yf, 






'T - -.y? -^ -.yT , 


WO 






ist. 


Der Ausdruck 





ist, wie man leicht verifiziert, invariant bei dieser letzten Gruppe. 
Er genügt der linearen homogenen Differenzengleichung erster Ordnung: 

Aufgäbe, Wie bestimmt man die lineare homogene Gruppe, bei 
der eine gegebene rationale Funktion eines Systems von Fundamental- 
lösungen formal invariant wird? 

1) Guldberg, 7»», Kap. lU. 
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Beispiel, Es wird die Gruppe des Ausdruckes: 

« (1) \?x 2^« + 1 ^x ^x-it 1 J 



gesucht. 

AufViswng: 



e 



(1) 

'x 



(1) 



(2) 



&yr + yr • 



II. Transformation einer homogenen linearen Differenzen- 
gleichnng.^) 

Es sei 

^x^^l^x y yyVx 5 »a^^i^ •••> ^x+u Vx^-v "}y 

wo i? eine ganze rationale Punktion der Lösungen y^^\ . . ., y^^ eines 

Fundamentalsystems der Gleichung (1) und ihrer sukzessiven Werte 
ist. Das allgemeine Problem der Transformation besteht darin, eine 
lineare homogene Differenzengleichung zu bilden, welche die Funktion i/^ 
als Lösung besitzt. 

Um die Ordnung der gesuchten linearen homogenen Differenzen- 
gleichung in tj^ zu bestimmen, ersetzen wir yj ; •••^ y^ ; J/j^ji; ••• 
durch die Lösungen eines andern Fundamentalsystems 0!^\ ..., jer^"^: 



(•■) 



(1) 



(2) 



(») 



ifx ^il^x ' "'«'^x ~ ' **<n X » 

yx + 1 »1 *^x+ 1 ' **« *x + 1 ' ' «n *x + 1 > 



(i=l,2,...,n). 



Die Ordnung der linearen homogenen Differenzengleichung in i^^ ist 
dann gleich der Anzahl der linear unabhängigen Glieder, die in 
dem transformierten Ausdruck für i^^ auftreten. Es sei p diese Anzahl, 
und es seien 



9x y ^x y 



die p linear unabhängigen Glieder. Die lineare homogene Differenzen- 
gleichung in r^^ ist dann 



%^ 



^x + p 



• ' • W 

^x + p 



(1) ... (P) 

^x+p-1 Tx+p-i'''y^x+p-i 



% 



9 



(1) 



-9^ 



0. 



1) GtUdberg, 7 •, Kap. II. 
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Die Koeffizienten dieser Gleichung sind augenscheinlich relatiy- 

inyariante Funktionen Ton £!^^\ .... jsf^**^ und ihren sukzessiven Werten 

und daher nach Division durch einen gemeinsamen Faktor in x rational 
ausdrückbar durch die Koeffizienten der gegebenen Gleichung. 

Betrachten wir beispielsweise die lineare homogene Differenzen- 
gleichung zweiter Ordnung: 

^(yJ = Vx^^ +i>xy«+i + ^xVx - 0, 

imd suchen wir die lineare homogene Differenzengleichung^ deren 
Lösungen die Quadrate der Lösungen der gegebenen Gleichung sind. 
Wir setzen: 

(1)8 

% = yx • 

Der allgemeine Ausdruck für ij^ ist dann: 

Wir haben hier drei linear unabhängige Glieder: 

Die gesuchte lineare homogene Differenzengleichung ist also im all- 
gemeinen von der dritten Ordnung. Sie ergibt sich in folgender 
Form : 

I^{n^^Vx^•^'^^^ix+^r^PUlJ^^^^ 

Zwischen den drei Lösungen i?f = yf^ n^-Vx^vT^ vf-vT^ 
besteht die homogene quadratische Relation 

Eine einfache Transformation ist die folgende: 

(«) % = «f yi^i» + a!:v:i^_, +■■■+ a^:'y^' - a (y^^) , 

wo die a^ rationale Funktionen von x sind imd yj eine Lösung der 

linearen homogenen Differenzengleichung (1) ist. Man sieht leicht^ 
daß die lineare homogene Differenzengleichung in ^^ im allgemeinen 
von derselben Ordnung wie die gegebene Gleichung ist. Erstens sieht 
man, wenn m > w, daß man mit Hilfe der Gleichung (1) die höheren 



1) Heymann, 1., S. 410; vgl. Wcdlenherg, 2. 
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sukzessiven Werte y,^„, Vx+n+u - • -> Vx+m »"b ^^^ Formel (a) weg- 
scha£Pen kann, sodaß man zuletzt erhält: 

% = «oi2/i+„-i + «02yi+»-s + • • • + «o.yf ^ 

wo die «0 rationale Funktionen von <v sind. 

ff 

Nimmt man nun die sukzessiven Werte von i]^ und eliminiert 
mit Hilfe der Gleichung (1) die höheren sukzessiven Werte von y 
so erhalt man folgendes Gfleichungssystem: 



x9 



(1) I I (1) 

Eliminiert man y^\ . . ., y^\^_^ aus diesen w + 1 Gleichungen, so er- 
hält man die gesuchte Gleichung für iy^. 

Umgekehrt drückt sich die Lösung y^^ in derselben Weise durch i?^ 

aus. Denn betrachten wir die n ersten der vorhergehenden Gleichungen, 
die von erstem Grade in bezug auf 

(1) (1) (1) 

Vx ? Vx-k-v ' • •' y«+n-i 

sind, so erhalten wir insbesondere: 

Die Auflösung dieser n Gleichungen ersten Grades ist gestattet; 
denn wäre die Determinante des Gleichungssystems Null, so bestände 
eine Relation mit rationalen Koeffizienten: 

^Vx + n-l + ^Vx + n-% + '" + KVx = 0, 

was unmöglich ist, da der allgemeine Ausdruck für rj^^ durch die 
Integrale der linearen homogenen Differenzengleichung (1) n linear 

unabhängige Glieder äU^^\ . . ., äU^^^) enthält, vorausgesetzt, daß 
die Gleichung 

nicht gemeinsame Integrale mit der Gleichung (1) besitzt, in welchem 
Falle die Gleichung in rj^ augenscheinlich einer Reduktion unterliegt.^) 

Die beiden linearen homogenen Differenzengleichungen in y^ uäcj 
iy^ heißen Gleichungen derselben Art. * • : ; 

Wir werden einige Sätze über solche Gleichungen entwickeln. * 

1) Vgl. den folgenden Abschnitt. 
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m. Lineare homogene Diflferenzengleichungen derselben Art,^) 
Hat man zwei lineare homogene Differenzengleichungen 

(2) «(O-^,+™ + 2i'^^«+«-i + ---+?i'"'^x = 

mit rationalen Koeffizienten, so sagt man, die Gleichung (2) gehört 
mit (1) 0u derselben Art, oder ist mit (1) von derselben Art, wenn man 
durch die Beziehung 

(3) ,^ = afy, + afy,^.! + • • ■ + ai"" S.^._, = ^(yj, 

WO die a^ rationale Funktionen sind, ron den Lösungen der Diffe- 
renzengleichung (1) zu denen der Differenzengleichung (2) über- 
gehen kann. 

Ist insbesondere in der angeführten Relation (3): 

a«= a<-^'-0, 

X X ' 

so sagen wir, die beiden linearen homogenen Differenzengleichungen 
sind ähnlich. 

Nach unserer Definition und den Auseinandersetzungen in Nr. II 
sind alle Unearen homogenen Differenzengleichungen, die mit einer 
vorgegebenen von derselben Art sind, mit ihr von gleicher oder 
niedrigerer Ordnung. 

Ist w > m, so wird man nickt durch eine zu (3) analoge Relation 
von dem allgemeinen Integral von (2) zu dem der Gleichung (1) 
übergehen können; ist also w>m und die Gleichung (2) mit (1) von 
derselben Art, so ist nicht auch (1) mit (2) von derselben Art. Die 
eingeführte Beziehung ist also nicht wechselseitig. Ist die Gleichung 
(2) mit (1) von derselben Art und auch (1) mit (2) von derselben 
Art, so sagen wir: die beiden linearen homogenen Differenzen- 
gleichungen sind gegetiseitig von derselben Art, odelr auch kurz, sie 
sind von derselben Art; in diesem Falle müssen nach obigem beide 
von derselben Ordnung sein. 

Aus unserer Definition folgt unmittelbar: 

Ist die Gleichung (2) mit (1) von derselben Art und die Glei- 
chung (1) mit einer anderen linearen homogenen Differenzengleichung 
w**'.oder höherer Ordnung, die auch rationale Koeffizienten hat, von 

;':Ä6rfelben Art, so ist auch die Gleichung (2) mit dieser von der- 

• seihen Art. 



1) Güldberg, 8. 



p 
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Es mögen y^\ y^\ . . ., y^^ ein Fundamentalsystem von Inte- 
gralen von P(yJ ==" bilden; bezeichnen fti, /u,, . . ., ^^ irgend n 
„Konstanten'*, so ist, wenn die Differenzengleichung Q(y^ = mit 
der Differenzengleichung P(ya.) =» zu derselben Art gehört und der 
Übergang von den Integralen von (1) zu denen von (2) durch die 
Relation (3) vermittelt wird, 

1 

stets ein Integral von öCy») ™ 0, und femer sind in der Form 

n n 

Al^fi^y^^j alle Integrale von ö(yx) "" ^ enthalten; denn ^/Li^yj*^ 

1 1 

ist das allgemeine Integral der Gleichung Piy^) »0. Da 

1 1 

ist, so folgt, daß unter den n Funktionen 

die Elemente eines Fundamentalsystems von Integralen der Gleichung 
Qdf^ = enthalten sein müssen. 

Ist Qdfjg) = eine lineare homogene Differenzengleichung von 
der Ordnung w == n — v, so kann die Gleichung Qiy^) =» nur m 
linear unabhängige Integrale besitzen. Mithin muß ein System von 

(h = 12 v\ 
,__'''*■' ) derart existieren, daß die v von 

einander unabhängigen Relationen: 

1=1 j=i 1=1 

zwischen den Funktionen Äly^^\ Äly!^\ . . ., ^ly^^) bestehen. Das 
soeben hergeleitete Gleichungssystem sagt aus, daß die v Funktionen 



x 
1=1 1=1 1=1 



2'uy':> 2'^'y'''---' 2'^'y' 



V unabhängige Integrale der linearen homogenen Differenzengleichung 
^(yj = sind. Die beiden linearen homogenen Differenzengleichungen 
P(yJ = und A{y^ = haben daher v linear unabhängige Integrale 
gemeinsam. 
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Angenommen, ^^^ 4. 1, yj^ wobei X^^^^ (Z= 1, 2, ..., w) w „Kon- 

stanten'^ bedeuten, sei ein (v + 1)**" gemeinsames partikuläres Integral 
der beiden Gleichungen Piy^) = und Ä(tf^ = 0, und dieses Integral 
sei keine lineare homogene Kombination mit konstanten Koeffizienten 
der schon gefundenen gemeinsamen Integrale; so folgt aus 



^(2'...,»i°)-o 



1=1 



eine (y + 1)*® von den schon Yorhandenen v Relationen unabhängige 
Relation 



2'...,^«')-» 



1 = 1 



zwischen den Punktionen Ä{y^'), ^(»i*^); -> ^{y^)- ^^ ^^^ 
Gleichung Q{y^ = von der Ordnung w — v ist, so können zwischen 
den n Funktionen Ä (y^^) , A (y^^^) , . . . , -4 (y^^) , die unter sich die 

Elemente eines Fundamentalsystems von Integralen von Q{y^ = 
enthalten, nur v unabhängige Relationen bestehen; daher ist unsere 
Annahme falsch. Mithin haben die beiden linearen homogenen Diffe- 
renzengleichungen ö(yj = und Ä{if^ = genau v linear unab- 
hängige Integrale gemeinsam. Hieraus folgt die Existenz einer linearen 
homogenen Differenzengleichung E{y^) = von der Ordnung v mit 
rationalen Koeffizienten, welche die den beiden linearen homogenen 
Differenzengleichungen P(y^) = und A(y^)^0 gemeinsamen v line- 
aren unabhängigen Integrale zum Fundamentalsystem besitzt. Wir 
gewinnen also den Satz: 

Gehört eine lineare homogene DifferenBengleichung (n — v)^ Ordnung 
mit einer linearen homogenen Differenzengleichung n^^ Ordnung zu der- 
seihen Art, so existiert eine lineare homogene Differenzenglekhung v^ 
Ordnung jnit rationalen Koeffizienten , deren sämtliche Integrale der 
Differenzengleichung n*^" Ordnung genügen. 

Der Artbegriff wird vertieft und vereinfacht durch den Begriff 
des kleinsten Vielfachen (2. Kap., VI) in Verbindung mit dem nun- 
mehr einzuführenden Begriff des „inversen DifferenzenausdrucJces^^^): Es 
seien P{y^ und R{y^ zwei homogene lineare Differenzenausdrücke von 
der Ordnung p bzw. r ohne gemeinsamen Teiler, sodaß die Resultante A 
der beiden homogenen linearen Differenzengleichungen P =» und 
jR = {3. Kap., IV u. VI ) von NuU verschieden ist. Wir bestimmen 

1) ChMherg, 10. (vgl. Heffter, Journ. fiir Math. 116, 161 ff.). 
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nun einen homogenen linearen Diflferenzenausdruck P_^ Ton der Ord- 
nung r — 1 durch die Gleichung: 

<4) P_,P(yJ = y, + rE(yJ, 

worin T ein homogener linearer Differenzenausdruck von der Ordnung 
p — 1 ist; für die Koeffizienten ron P_i und T erhält man durch 
eine ganz analoge Rechnung wie im 2. Kap., VI ein nicht homogenes 
lineares Gleichungssystem ^ dessen Determinante gerade A ist. Ist 

nun y^^ eine Lösung von ü = 0, so folgt aus (4) : 

(5) i'-xi^W-yf; 

wir nennen daher P__^ den 0u P in hezug auf den Modul R inversen 
Differengenausdrudc, Für das kleinste Vielfache V der beiden Aus- 
drücke P und R gilt nach dem 2. Kap., VI die Gleichung: 

(6) r=SP^QR, 

worin S und Q homogene lineare Differenzenausdrücke von der Ordnung 
r bzw. p sind; aus dieser Gleichung folgt: 

(7) ■ p(yn=yi^' 

worin y^ eine Lösung von S =« bedeutet. Ist p ^r^l, so gehört 

daher die Gleichung fi» «= mit jB = zu derselben Art. Ferner folgt 
aus (5) und (7) sofort: 

(8) ^_.W=yf'5 

die Gleichungen ü = und 5 = sind also gegenseitig von derselben 
Art.* Ist umgekehrt S =» mit JB = von derselben Art, so folgt 
aus (7), daß SP durch R teilbar sein muß: SP= QR. 

Man erhält also sämtliche Gleichungen S = 0, die mit ü = jerw 
derselben Art gehören, indem man das kleinste gemeinsame Vielfache 
von R und dem allgemeinsten homogenen linearen Differenzenausdruck 
(r — 1)^ Ordnimg P bildet, — Besitzt R mit P einen gemeinsamen 
Teiler von der Ordnung v, so wird S von der Ordnung r — v und 
umgekehrt (vgl. 2. Kap,, VI), was mit dem obigen Satze übereinstimmt. 

IT. Assoziierte Differenzengleichungen. ^) 

Die Theorie der Transformation einer linearen homogenen Diffe- 
renzengleichung führte uns durch eine spezielle Transformation zur 
Betrachtung der linearen homogenen Differenzengleichungen derselben 
Art. Außer diesen gibt es noch eine interessante Klasse von linearen 

1) Ghuldberg, 4, 11. 
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homogenen Differenzengleichungen^ die darch eine andere einfache 
Transformation hervorgehen. 

Es sei gegeben die lineare homogene Differenzengleichimg: 

(1) P(y,) - y,+. + pf y,+.-i + • • • + pf y, = 0, 

WO die j)^ rationale Funktionen der x sind. Es sei y^\ . . . , y^"^ ein 

System von Fundamentallösungen. Wir betrachten die Determinante 
dieser Lösungen: 






ya + ii-l? yas + n-l» " * •» ^ai + n-l 



Diese Determinante genügt nach früherem der linearen homogenen 
Differenzengleichung erster Ordnung: 

Wir werden nun imtersuchen^ welcher Oleichung die aus denselben 
m Zeilen von A entnommenen Subdeterminanten genügen. 

Wir denken uns die sämtlichen Subdeterminanten w*®' Ordnung 
dieser Determinante gebildet, wo w<W5 die Anzahl dieser Sub- 
determinanten ist gleich 



1,2= [ w(»> — 1) • • • (w — w + 1) j g^ /n\ 



Diejenigen dieser Subdeterminanten, die aus den Elementen des 

Systems 

yf vT '•••yr 

^x+i y*+i • • • y*+i 



yd) „(2) „w 



gebildet sind, wollen wir durch 



11 81 vi 



bezeichnen und insbesondere 

nehmen. Femer bezeichnen wir jene Determinanten, die aus w*^ da- 
durch entstehen, daß man die y^^\ yf\ . . . , y^"*^ und deren sukzessive 
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Werte durch die sukzessiven Werte gleich hoher Ordnung irgend einer 
anderen Kombination von m verschiedenen Lösungen y j , y^\ . . . , y^^ 
ersetzt^ mit 

k2 k3 kv 

U 

sodaß also die 



% y % ^ - ', % 7 



K^ ih A - 1, 2, 3, . . ., v) 

jene v* Subdeterminanten m*®' Ordnung darstellen. Diejenigen Deter- 
minanten^ welche aus 

11 .-^1 - "1 * 

t^ , u ..... u 1 

X ' X f ' X 

hervorgehen, wenn wir in denselben an die Stelle von y j , y^\ . . ., yj 

irgend ein System von m linear unabhängigen Lösungen y^\ y^\ . . ., yj"*^ 
der Gleichung (1) setzen, mögen endlich bezeichnet werden durch 

Bilden wir die sukzessiven Werte von u und schaffen die eventuell 

X 

auftretenden sukzessiven Werte höherer als (n — 1)*®' Ordnung der 
y^\ y^\ . . ., yj*"^ mit HiKe der Differenzengleichung (1) fort, so ist 
offenbar: 

-.(0 <1 (1) I «2 (2) I I «> A^) 

und ebenso allgemein 

/0\ (<) <1 (1) I <2 (2) , , iv (p) 

wo die (p^ rationale Funktionen bedeuten, die sich aus den Koeffi- 
zienten von (1) und deren sukzessiven Werten durch rationale 
Operationen zusammensetzen lassen. 

Die Gleichungen (2) bleiben, wie aus ihrer Bildungsweise sofort 

zu tibersehen ist, bestehen, wenn man in denselben die u^^\ ü^*\ . . ., m^"^ 

' ' X f X 7 7 X 

durch irgend eines der Systeme 

Ik ik vk /T -1 ck \ 

% > % 7 "7^^ (*= 1,2, ...,!/) 

ersetzt. 

Nehmen vrir die Gleichungen (2) für >L = 1, 2, . . ., v, und denken 
wir uns aus den so entstehenden v Gleichungen die i/ — 1 Größen 

w^ , Ä + *, eliminiert, so ergibt sich eine Gleichung von der Form: 

(3) P.<'^ « « , + P/'-') t» « , , + ••• + P.^»> M »= 0, 

V / « X+V ' i X+V—1 ' * t X 7 

der die Funktionen w^ , w^ , . . ., u^ Genüge leisten und deren Koeffi- 
zienten rationale Funktionen von x sind. 
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Wenn P^*^ von Null verschieden ist, so ist also die Differenzen- 
gleichung (3) auch wirklich von der Ordnung v. Wenn wir für i== 1 
den Index 1 in der Gleichung (3) weglassen, so genügt also u^^ für 
jede Wahl der y^\ y^\ . . ., y^^ der Differenzengleichung: 

(4) PW«.^, + P<'-%,^,_i + • • • + PW«, - 0, 

die demnach auch durch w^ , u^ , . . ., u^^ befriedigt wird. Da nach 

Voraussetzung P^*'^ = ^\^\ { ^^ o ^^ ) ^on Null verschieden 

ist, so kann man aus den Gleichungen (2) für i— 1, A = 1, 2, . . ., v— 1 
die V — 1 Größen u^^\ .... w^*'^ berechnen und erhält 

X * ' X 

«w = -j«»« w + ^«.„(1) ^ + . . . + ^j'-^a) ^_^ (X - 2, 3, . . ., v), 

worin die ;i; rationale Funktionen von x sind; die Differenzenglei- 
chungen (3) für < =» 2, 3, . . ., V gehören daher mit der Differenzen- 
gleichung (4) zu derselben Art. 

Die Differenzengleichung v*" Ordnung (4), P^'^ + 0, nennen wir, 
analog wie in der Theorie der linearen Differentialgleichungen, die 
(n — wt)** der gegebenen Differenzengleichung (2) assoziierte Differenzen- 
gleichung. Von besonderem Interesse ist die erste Assoziierte, welche, 
wie man sofort sieht, in engem Zusammenhange mit der adjungierten 
Differenzengleichung (vgl. 3. Kap., IV) steht. Durch die vollständige 
Analogie zwischen der einer linearen homogenen Differentialgleichung 
zugeordneten assoziierten Differentialgleichung und der einer linearen 
homogenen Differenzengleichung assoziierten Differenzengleichung lassen 
sich die meisten formalen Sätze über assoziierte Differentialgleichungen 
ohne weiteres auf assoziierte Differenzengleichungen übertragen. 

1. Beispiel. Es sei gegeben die lineare homogene Differenzen- 
gleichung dritter Ordnung: 

Es sei y^^\ y^\ y^^ ein System von Fundamentallösungen. Wir 
setzen 



' (1) (2) 



I (1) (») 



X 



(1) (2) ' X 

^j; + 1 ^x + 1 ; 



m: = 



^ar + 2 i'Ä + 2 



■ X 



(1) (8) 

^«+8 J'x + S 



Die erste assoziierte Differenzengleichung, die von der Ordnung 
:p-r = 3 ist, lautet: 

„ --«(»>« _«««<»)« +»^"p^''«. 
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Ein System von Fundamentallösangen ist 



«:• (- <') = 



Femer ist 



(1) 



y 



(^) 



(1) 



y^'\ y^'\ 






y 



(S) 



y^'\ y^'\ 

^« + 1 ^x + 1 , 






y 



(«) 



(2) 



(3) 

yl 
(») 



^« + 1 S'ar + l 



U 



() 



„(2) 

^x (1) 

— U 

^(0 •* + ! 



1 (1) 



(3) *-* + 2? 



M 



(8) 



U 



(1) 

x+l * 



2. Aufgabe, Ein System von Fondamentallösungen der 2**", 
3***, ..., (n — 2)**'* assoziierten Differenzengleichungen befriedigt nicht 
lineare homogene algebraische Gleichungen. Man bestimme diese 
homogenen Relationen für die zweite assoziierte Differenzengleichung 
einer linearen homogenen Differenzengleichung vierter Ordnung. (Vgl. 
Schlesinger, Handbuch II, S. 138 ff.). 

Auflösung. Die sechs Determinanten 



(0.,(*) 



(*)..(0 



y,Ci--»rCi = «'.•* (i,Ä^ 1,2,3,4, i<*) 

bilden ein System von Fundamentallösungen der assoziierten Gleichung. 
Die gesuchte Beziehung ist: 

3. Aufgabe. Übertragung der Untersuchungen über assoziierte 
Differentialgleichungen (Schlesinger, Handbuch II, S. 151 ff.) auf Diffe- 
renzengleichungen. 
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Fünftes Kapitel. 

Bedazibilität. 

« 

L Begriff der Bednzibilität einer linearen homogenen 

Differenzengleichung. ^) 

Es sei gegeben die lineare homogene Differenzengleichung n^ Ord- 
nung: 

(1) p(jrj ^ y^^, +1»^ y.,„_i + • • • +p':'y. = 0. 

Wenn man über die Natur der Koeffizienten p^ keine besonderen 

Voraussetzungen macht^ kann man jede Lösung y^' der linearen 

homogenen Differenzengleichuug (1) als Lösung der Differenzen- 
gleichuDg erster Ordnung: 

t/W 

auffassen und dementsprechend (vgl. 3, Kap,, III) die linke Seite P{y^ 
von (1) aus n linearen Differenzenausdrücken erster Ordnung zusammen- 
setzen. 

Für das analytische Studium der Funktionen, die durch die Diffe- 
renzengleichung (1) definiert werden, ist aber eine solche Zerlegung 
in lineare Differenzenausdrücke erster Ordnung nur Ton geringer Be- 
deutung, wie auch die entsprechenden Zerlegungen bei algebraischen 
Gleichungen und linearen Differentialgleichungen gezeigt haben. 

Es erweist sich daher notwendig, den Begriff der Reduzibilität 
in die Theorie der linearen homogenen Differenzengleichungen ein- 
zuführen. Es ist zuerst nötig, eine besondere Voraussetzung über 

die Natur der Koeffizienten p^^ der gegebenen Gleichung (1) zu 

machen. Wir setzen voraus, daß sie rationale Funktionen von x sind. 

Die Gleichung (1) heißt dann irreduzibd, wenn sie mit Iceiner 

linearen homogenen Differenzengleichung niedrigerer Ordnung, deren 

Koeffizienten ebenfalls rationale Funktionen von x sind, eine Lösung 



1) Fincherh (u. Ämaldt), 9, Kap. X; Guldberg, Ib (19. Okt. 1908). 
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gemeinsam hat; im entgegengesetzten Falle heißt die Differenzen- 
gleichung (1) reduzibel. 

Eine homogene lineare Differenzengleichung erster Ordnung mit 
rationalen Koeffizienten wird stets als irreduzibel angesehen^ da eine 
homogene lineare Differenzengleichung nuUter Ordnung nur die triviale 
Lösung y^ =* besitzt. 

Der so gefaßte Begriff der Irreduzibilität ist natürlich ein rela- 
tiver, indem er wesentlich von den über die Natur der Koeffizienten 
der Differenzengleichung getroffenen Annahmen abhängig ist. Man 
sagt im allgemeinen, daß die Koeffizienten einer linearen homogenen 
Differenzengleichung einem bestimmten Rationalitätsbereiche (27) an- 
gehören, wenn sie einem System von Funktionen der unabhängigen 
Variablen x angehören von der Beschaffenheit, daß Summe, Differenz, 
Produkt und Quotient je zweier ihm angehörigen Funktionen sowie 
der sukzessive Wert f(x + 1) jeder ihm angehörigen Funktion f(x) 
gleichfalls in dem System vorkommt. 

Eine lineare homogene Differenzengleichung mit Koeffizienten 
aus 2J heißt in bezug auf den Rationalitätsbereich 27 irreduzihdy wenn 
sie mit keiner linearen homogenen Differenzengleichung niedrigerer 
Ordnung, die ebenfalls nur Koeffizienten aus 27 besitzt, eine Lösung 
gemeinsam hat; anderenfalls heißt sie in dem Rationalitätsbereich 27 
reduzibel. 

Einen Rationalitätsbereich 27 bilden z. B. alle rationalen Zahlen 
oder alle reellen Zahlen oder die Gesamtheit aller rationalen Funk- 
tionen der Variablen x. 

Wir beschränken uns in den folgenden Untersuchungen also auf 
den Rationalitätsbereich aller rationalen Funktionen von x. 

Wir stellen nun eine Anzahl von Sätzen auf, die denen für die 
algebraischen Gleichungen und die linearen homogenen Differential- 
gleichungen analog sind. 

Angenommen, die lineare homogene Differenzengleichung P(yj=0 
sei reduzibel, und die Differenzengleichung niedrigerer (m*®') Ordnung 

Qiy.) = y.+„. + Cm + fff y.+„._, + • • • + aT^y. » o, 

worin die q^ rationale Funktionen von x sind, mit der sie eine 

Lösung gemeinsam hat, sei irreduzibel. Nach dem 2. Kap., IV können 
wir P(yJ in der Form schreiben 

WO S(y^) einen Differenzenausdruck bedeutet, der von niedrigerer Ord- 
nung ist als Qiy^y der durch die gemeinsamen Lösungen von P(«/J = 
und Q{y^ *=* annulliert wird und dessen Koeffizienten rationale 
Funktionen von x sind. Da Q{y^ = als irreduzible Differenzen- 

8* 
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gleichung mit keiner DiflFerenzengleichung /S(yJ =» niedrigerer Ord- 
nung und mit rationalen Koeffizienten eine Lösung gemeinsam haben 
kann, so muß S{y^ identisch yerschwinden, d. h. es ist: 

folglich wird P(y^) = durch sämtliche Lösungen von Q{y^ = 
befriedigt. 

Wenn also eir^ homogene lineare Differenjsengleichung mit rationalen 
Koeffizient mit einer irredueibUn Diff'ereneengleichung mit rationalen 
Koeffizienten eine Lösung gemeinsam hat, so wird sie durch alle IMsungen 
der irreduziblen Differenzengleichung befriedigt. 

Sind nun 

P(y,) = o, «2(yj = o 

zwei lineare homogene Differenzengleichungen, beziehungsweise n**^ 
imd m**' Ordnung (w ^ w) mit rationalen Koeffizienten, so haben wir ge- 
sehen, daß man die Frage, ob sie und welche Integrale sie gemeinsam 
haben, durch ein Verfahren beantworten kann, welches demjenigen 
zur Aufsuchung des größten gemeinsamen Teilers zweier ganzen Zahlen 
oder zweier ganzen Funktionen völlig analog ist (vgl. 2. Kap.^ IV). 
Es sei w > w, dann können wir die Kette von Identitäten bilden: 



(a) 



P='R,P, + P,, 



WO alle Jß^ und Pj^ rationale Koeffizienten haben, und, wenn n^ die 
Ordnung von P^ ist, 

w>ni>- • • >w,.+i 

ist; diese Ungleichungen haben zur Folge, daß man endlich zu einem 
verschwindenden w^ gelangen muß, nämlich spätestens für A = w + 1. 
Es sei W|^i das erste verschwindende n^^, so ist P,.^^ entweder von 
der Form r{x)y^y wo r(x) eine rationale Funktion von x ist, oder 
Pi^i ist identisch gleich NuU. Im ersten Fall haben die DiflFerenzen- 
gleichungen P « 0, Q ^0 nur die triviale Lösung y = gemein. 
Ist aber r(a;) = 0, so sind alle Integrale von P^ «= auch Integrale 
von P-0 und ^ = 0. 

Hieraus folgt: 

Wenn eine liv^eare homogene Differenzengleichung reduzibel ist, so 
gibt es eine lineare Iwniogene Differenzengleichung niedrigerer Ordnung^ 
deren sämäiclie Integrale der vorgelegten genügen. 

Ist die Gleichung P^ = wieder reduzibel, so liefert dasselbe 
Verfahren eine Differenzengleichung von niedrigerer Ordnung, deren 
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sämtliche Integrale der GleichuDg P^ =« und folglich der Gleichung 
P=»0 genügen; fährt man so fort, so muß man endlich zu einer 
irreduziblen Differenzengleichung i^i =» kommen, die aUe ihre Inte- 
grale mit P = gemeinsam hat. * 

Wenn also eine lineare homogene Differenzengleichung P=0 redueibd 
ist, so gibt es stets eine oder mehrere irreduzihle Differenzengleichungen, 
die ihre sämtlichen Lösungen mit P = gemeinsam fiaben. 

Wenn die Differenzengleichung P == durch alle Integrale der 
irreduzibeln Gleichung ^i = befriedigt wird, so ist 

WO JR^ ein Differenzenausdruck mit rationalen Koeffizienten in x ist; 
ist die Gleichung P^ = wieder reduzibel, und bedeutet Q.^ = eine 
irreduzible Gleichung, deren Integrale R^ zu Null machen, so ist 

wo R^ ein Differenzenausdruck mit rationalen Koeffizienten ist; sollte 
Pj = abermals reduzibel sein, so hätte man so fortzufahren; schließ- 
lich erhält man für die linke Seite der Gleichung P = die Form: 

P - QiQx-i ■ ■ ■ QiQu 

WO die sämtlichen Differenzengleichungen Qx = irreduzibel sind imd 
die Summe der Ordnungszahlen der Differenzenausdrücke Qi - - - Qx 
gleich der Ordnungszahl von P ist. 

Eine solche Zerlegung eines linearen homogenen Diffeienzen- 
ausdruckes P in irreduzible Faktoren ist aber durchaus nicht ein- 
deutig bestimmt (vgl. Nr. II d. Kap.). Dies zeigt das folgende 

Beispiel: Es sei 

P(yJ s x{x + l)y,^, - 2x(x + 2)y,^, + (a; + 2) (x + l)y, = 
und 

Ö(»J = «y,+i- (« + %,; -R(yJ = a;y,^.i- (a; + 2)y,; 
Wir haben dann: 

P(y.)^QR(y.); P(yJ = r%J. 

Die Bedeutung des Begriffes der Irreduzibilität in der Theorie 
der linearen homogenen Differenzengleichungen liegt darin, daß redu- 
zible lineare homogene Differenzengleichungen gewisse Lösungen haben, 
die einfacher sind als die allgemeine Lösung. Da man durch die 
Kenntnis einer Anzahl von partikularen Lösungen das Problem der 
Integration vereinfachen kann, so ist es klar, daß es von Wichtigkeit 
ist, festzustellen, ob eine Differenzengleichung reduzibel ist, und wenn 
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das der Fall ist^ diejenigen Lösungen abzusondern, welche den DifiPie- 
renzengleichungen niedrigerer Ordnung genügen. 

Die Aufgabe, zu entscheiden, wann eine vorgelegte lineare homo- 
gene Differenzengleichung reduzibel ist, läßt sich auf die Frage redu- 
zieren, wann eine lineare homogene Differenzengleichung eine solche 



u 



Lösung u^ besitzt, daß — - eine rationale Funktion von x ist. 



u 



Es sei nämlich P(yg) = eine homogene lineare Differenzen- 
gleichung n*®' Ordnung mit rationalen Koeffizienten, die mit der 
irreduziblen homogenen linearen Differenzengleichung m^ Ordnung 

Qiüfx) == ^^® Lösungen y^\ . . ., yj"*^ gemeinsam^ hat. 
Wir betrachten die Determinante: 



(0) 



(1) (2) 



f i'X + V 



(«» = 0, 1, ...,W— 1), 



und die m Determinanten 



W 



(1) (») im) 

^x + vf ^aj+f' ' * ' y yx+v 



^ (v = 0, 1, . . .,m—X — 1, w — X-j-l, . . ., m), 

(A = 1, 2, . . ., m). 



(i) 



Die Quotienten —^ müssen rationale Funktionen von x sein, da sie 

x 

Koeffizienten der Gleichung ö(y;t)=0 sind; ferner ist A^^^=/7^(— l)"**'(a?), 
wo r(x) eine rationale Funktion von x ist; von derselben Form sind 

dann auch die A^^\ sodaß -^A rational ist. 

X 

Nun wissen wir andererseits aus der Theorie der assoziierten 
Gleichungen, daß diese Determinanten Lösungen von linearen homo- 
genen Differenzengleichungen mit rationalen Koeffizienten sind. Eine 
dieser assoziierten Gleichungen besitzt daher eine solche Lösung u^, 

daß - rational ist. Ist dieses für sämtliche assoziierte Gleichungen 

^x 

geprüft worden, so hat man mit den gefundenen Lösungen die mög- 
lichen Werte für A^^^ und A^^^ bestimmt und folglich auch ihre 

XX o 

Quotienten. Man hat dann die A^^^ und A^ ^ so zu kombinieren, daß 

£,f) ' ., " 

ihre Quotienten -^ rational sind. Für jede so gebildete lineare 

X 

homogene Differenzengleichung w*®' Ordnung muß untersucht werden, 
ob ihre allgemeine Lösung der Gleichung P(y^) = genügt. 

1. Aufgabe. Wie lautet die allgemeine Form einer linearen 
homogenen Differenzengleichung zweiter Ordnung, wenn sie redu- 
zibel ist? 
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Auflösung: 

wo B^ eine rationale Funktion von x ist. 

Ein System von Fundamentallösungen ist: 



yf-/7^- yT-yT^"' 



worin 

Beispiel, Die Gleichung: 

nX + 2 , x + 2 ^ 

ist reduzibel (vgl. das vorhergehende Beispiel). Hier ist p^ »= — 2 ^J" ■■ 
und R^^"~^' Die beiden Fundamentallösungen sind y^^^ ^ x: 

2. /Sa/j?. Jede lineare homogene Differenzengleichung; die viel- 
fache Lösungen besitzt, ist reduzibel. (Cruidberg, 3.; vgl. 3. Kap., H.) 

3. Satz. Gehört eine lineare homogene Differenzengleichung 
(w — v)*®' Ordnung mit einer linearen homogenen Differenzengleichung 
n*®' Ordnung zu derselben Art, so ist die letztere reduzibel. {Gidd- 
berg, 8., vgl. 4. Kap., III, Schluß.) 

4. Sats. Wenn eine lineare homogene Differenzengleichung n**' Ord- 
nung irreduzibel ist^ so sind sämtliche linearen homogenen Differenzen- 
gleichungen derselben Art irreduzibel. {Gvldherg, 10.) 

5. S(Uz. Wenn eine lineare homogene Differenzengleichung n***^ Ord- 
nung reduzibel ist, so sind sämtliche linearen homogenen Differenzen- 
gleichungen derselben Art reduzibel oder von niedrigerer als n^^ Ord- 
nung. (Gtddberg, 10.) 



II. Die Zerlegung homogener linearer Dlfferenzenansdrücke 

In Irreduzlble Faktoren.^) 

Ist 

eine lineare homogene Differenzengleichung n^^ Ordnung mit rationalen 
Koeffizienten y so kann man den linearen homogenen Differenzenaus- 



1) Guldberg, 6; vgl. die analogen Untersuchungen über homogenene lineare 
Differentialgleichungen Ton A. Loewy, Math. Ann. 56, 665 ff. 
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druck P in irreduzible Faktoren zerlegen: 

sodaß die Summe der Ordnungen dieser Faktoren gleich der Ordnung 
von P wird; Q^ « 0, Qx_i = 0, . . ., Qj «• 0, Qi^ sind irreduzible 
homogene lineare Differenzengleichungen mit rationalen Koeffizienten. 
Eine solche Zerlegung eines linearen homogenen Differenzenausdruckes 
P in irreduzible Faktoren ist, wie wir sahen, durcbaus nicht eindeutig 
bestimmt. Es gilt nun der Satz: 

Auf welche Art und Weise auch immer ein linearer homogener 
Diffei'enzenausdruclc in irreduzible Faktoren zerlegt unrd, so kann man 
die Faktoren einer jeden Zerlegung einander eineindeutig so zuordnen, 
daß immer die beiden durch Nullsetzen der zugeordneten FaJctoren ent- 
stehenden irreduziblen linearen homogenen Differenzengleichungen gegen- 
seitig von derselben Art sind. 

Wir wollen also den folgenden Satz beweisen: 

Ist neben 

(1) P - QiQx-i ■ ■ ■ Q,Qi 

auch 

(2) P = K^K^_, . . . K,K, 

eine zweite Zerlegung von P in irreduzible Faktoren, so kann man 
einer jeden der linearen homogenen irreduziblen Differenzengleichungen 
^^ = ((y= 1; 2, .. ., A), die bei der Zerlegung (1) resultieren, eine 
gewisse lineare homogene iiTeduzible Differenzengleichung K^^O so 
zuordnen, daß bei dieser Zuordnung ein jeder Faktor von (2) nur einmal 
verwandt wird, hierdurch alle Faktoren K^^y ^^-u • • •; ^i ip^^ 
eventuell nicht in dieser Reihenfolge) erschöpft werden und die beiden 
zugeordneten Differenzengleichungen immer gegenseitig von derselben 
Art sind. 

Für lineare homogene Differenzenausdrücke P erster Ordnung ist 
unser Satz offenbar richtig; denn in diesem Falle ist P irreduzibeL 
Wir können daher das Theorem für alle Differenzenausdrücke P von 
niedrigerer als n*®' Ordnung als bewiesen betrachten und brauchen es 
nur für solche n**' Ordnung zu beweisen. 

Beim Beweise sind zwei Fälle zu unterscheiden, jenachdem die 
beiden irreduziblen bomogenen linearen Differenzengleichungen i?i = 
und £j = ein Integral oder kein Integral gemeinsam haben. 

1. Haben (^^ — und ^^ = ein Integral gemeinsam, so haben 
sie infolge ihrer Irreduzibilität alle Integrale gemeinsam; sie sind 
daher gegenseitig von derselben Art. In diesem Falle können sich 
K^ und Q^ nur um einen bloß von der Variablen x abhängigen Faktor, 
der eine rationale Funktion ist, unterscheiden. Es wird also: 

■^1 = /"W Qi ■ 
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a) Ist fix) =» 1, so wird K^ « Q^\ hieraus folgt, daß 

wird. Man hat hiermit die Zerlegung eines linearen homogenen Diffe- 
renzenausdruckes von niedrigerer als n**^ Ordnung in irreduzible Fak- 
toren auf zwei Arten gewonnen. Für einen DiflFerenzenausdruck 
niedrigerer als n^' Ordnung ist der Satz als bewiesen zu betrachten. 
Beachtet man, daß K^ = und öi = gewiß von derselben Art 
sind — denn K^ ist hier gleich Q^ — , so ist in dem betrachteten 
Falle unser Theorem für die Zerlegungen (1) und (2) bewiesen. 

b) Ist f{x) von der Einheit verschieden, so ergibt sich: 

(3) P - JS; . . . K,K,K, =-K^... K,K,fQ, . 

Man führe die durch das Symbol K^ ausgedrückte Operation aus imd 
ordne nach sukzessiven Werten von Q^] auf diese Weise erhält man: 

(4) K,fQ,^RQ,, also K^{fy,) ^ B{y,). 

Betrachtet man daher die beiden linearen homogenen Differenzen- 
gleichungen JEj =» und i2 =?= 0, so findet man durch Multiplikation 
der Elemente eines Fundamentalsystems von Integralen von iJ = 
mit f[x) die Elemente eines Fundamentalsystems von Integralen von 
-STj = 0. Hieraus folgt, daß Zg «= und JR = gegenseitig von der- 
selben Art sind^); mithin ist auch jB = wie Äj =» irreduzibel. 
Die Gleichungen (3) und (4) liefern infolge der Irreduzibilität von 
J? = für P die Zerlegung: 

(5) P^K^.,.E,RQ, 

in irreduzible Faktoren: Aus (5) und (1) folgt: 

Wir haben jetzt einen linearen homogenen Differenzenausdruck von 
niedrigerer als n*®' Ordnung in irreduzible Faktoren zerlegt. Hieraus 
folgt: 

Man kann die Gleichungen 

den Gleichungen 

in einer gewissen Reihenfolge (die anders als die hingeschriebene 



1) Sie sind sogar ähnlich. 
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sein kann) so eindeutig zuordnen ^ daß zwei zugeordnete Differenzen- 
gleichungen immer von derselben Art sind. Möge der Differenzen- 
gleichung R = etwa die Gleichung 0=0 zugeordnet sein, so 
werden, da ü = und jKg « gegenseitig von derselben Art sind, 
auch Öp = und JTg = gegenseitig von derselben Art sein müssen. 
Jf^ e. und Qi = sind, da sie alle Integrale gemeinsam haben, von 
derselben Art. Hiermit ist unser Satz im Falle b) für die beiden 
Zerlegungen (1) und (2) bewiesen. 

2. Haben die beiden homogenen linearen Differenzengleichungen 
K^ ^ und Q^ = kein Integral gemeinsam, so gibt es eine lineare 
homogene Differenzengleichung U ^ mit rationalen Koeffizienten, 
deren Ordnung gleich der Summe der Ordnungen von JEj = und 
<2i — ist und welche durch aUe Integrale von Ä^ = und Qi = 
erfQUt wird. Der lineare homogene Differenzenausdruck U, das kleinste 
gemeinsame Vielfache^) von K^ und Q^, ist bis auf einen nur von x 
abhängigen Faktor völlig bestimmt und sowohl durch K^^ als auch 
durch Q^ teilbar. Mithin ergibt sich: 

Bezeichnet man mit y^^\ y^'\ . . ., y^^ die Elemente eines Funda- 
mentalsysteraes von Integralen von Q^ = 0, mit jer^ , z^\ . . ., js^^ die- 
jenigen von Z"i = 0, so hat die Differenzengleichung J7=0 die 
Funktionen yj , y^\ ..., y^^; js^^\ zj\ ..., z^ zu einem Fnndamental- 

system von Integralen. Betrachtet man die lineare homogene Diffe- 
renzengleichung ^ = 0, so bilden die Funktionen 

Q,[zf), (2.(.f),...,«.(.f) 

ein Fundamentalsystem von Integralen von ^=»0. Folglich ist .4 = 
mit Jfi = von derselben Art; da aber die beiden Differenzengleichungen 
offenbar dieselbe Ordnung haben, so sind A^O und K^^O gegen- 
seitig von derselben Art. Infolge der Irreduzibilität von K^^O muß 
mithin ^ = auch irreduzibel sein. 

Betrachtet man ferner die lineare homogene Differenzengleichung 

5 = 0, so bilden für diese die Funktionen K^ (yj'^) , K^ (yf ) , . . ., ÄT^ (y^^) 

ein Fundamentalsvstem von Integralen. Folglich ist jB = mit ^i = 

von derselben Art; denn y^^\ yf\ - - - ) y]^^^ siod die Elemente * eines 

Fundamentalsystems von §^ = 0. Die beiden Differenzengleichungen 



1) Vgl. 2. Kap,, VI. 
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i? » und Qi'^ haben dieselbe Ordnung; daher sind sie gegen- 
seitig von derselben Art. Infolge der Irreduzibilität von ^^ = muß 
folglich auch jB « irreduzibel sein. 

Da P durch K^ und Q^ teilbar ist, so muß P auch durch ihr 
kleinstes gemeinsames Vielfaches ü teilbar sein. Es wird daher: 

P=Fi7. 

Zerlegt man V in irreduzible Faktoren: 

F= L^L^_i ' ' • I^i) 
und beachtet; daß 

zwei Zerlegaagen von TT in irreduzible Faktoren sind, so findet man 
fflr P die beiden weiteren Zerlegungen: 

(6) P ^ L,L,_^ . . . L,AQ„ 

(7) P = L^L^_^ . . . L,BKi 

in irreduzible Faktoren. 

Ordnet man den bei der Zerlegung (6) entstehenden Differenzen- 
gleichungen: 

(8) i, = 0, L,_i = 0, ..., ii = 0, A=-0, (2,-0 

die bei der Zerlegung (7) entstehenden Differenzengleichungen in der 
folgenden Reihenfolge: 

(9) L^=0, X,_i = 0, ..., L^^O, K^^O, 5 = 

ZU; so sind immer zwei zugeordnete Differenzengleichungen gegenseitig 
von derselben Art. Da die Zerlegungen (l) und (G) beide mit Q^ 
schließen ; so folgt aus a); daß man den Gleichungen (8) die bei der 
Zerlegung (1) sich ergebenden Gleichungen in einer gewissen Reihen- 
folge derart eineindeutig zuordnen kann^ daß zwei zugeordnete Glei- 
chungen immer von derselben Art sind. Hierdurch wird aber auch eine 
eineindeutige Zuordnung zwischen den Gleichungen (9) und den bei 
der Zerlegung (1) resultierenden Gleichungen in einer gewissen Reihen- 
folge vermittelt derart, daß zwei zugeordnete Gleichungen immer von 
derselben Art sind. Beachtet man noch, daß die Zerlegungen (2) 
und (7) beide mit K^ schließen, so wird es möglich, die Gleichungen (9) 
durch die bei der Zerlegung (2) gewonnenen Differenzengleichungen 
zu ersetzen. Hierdurch hat man schließlich die verlangte Zuordnung 
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zwischen den aus (1) und (2) resultierenden Gleichungen. Diese Zu- 
ordnung ist eineindeutig, und zwei zugeordnete Differenzengleichungen 
sind immer von derselben Art. 



III. Yollständlge reduzible homogene lineare Differenzen- 

gleichimgen. ^) 

Wir haben gesehen: wenn eine lineare homogene Differenzen- 
gleichung vorgelegt ist^ so kann es eine einzige, oder eine endliche 
Anzahl, oder unendlich viele verschiedene homogene lineare Differenzen- 
gleichungen gebeU; durch deren Lösungen die vorgelegte Differenzen- 
gleichung erfüllt wird. Wir werden jetzt einen neuen Begriff ein- 
führen, nämlich den der vollständig reduziblen linearen homogenen 
Differenzengleichung. Dieser ist insofern für unsere Theorie von Be- 
deutung, als zu jeder homogenen linearen Differenzengleichung eine 
eindeutig bestimmte größte vollständig reduzible lineare homogene 
Differenzengleichung gehört und diese letztere über aUe irreduziblen 
homogenen linearen Differenzengleichungen, deren Lösungen der vor- 
gelegten linearen homogenen Differenzengleichung genügen, Aus- 
kunft erteilt. 

Wir definieren: Eine lineare homogene Differenzengleichung 
F(y^) ^ mit rationalen Koeffizienten heißt vollständig reduzibel, 
wenn man von einander, verschiedene irreduzible lineare homogene 
Differenzen gleichungen «^1(^3.) = 0, Jj,(yJ*= 0, . . ., «/^Ct/J =* mit 
rationalen Koeffizienten derart finden kann, daß die Ordnung der vor- 
gelegten linearen homogenen Differenzengleichung V(j/^) =« gleich 
der Summe der Ordnungen von J^iy^) = 0, «^(«/J = 0, . . ., Jg{y^ = 
ist und F(y^) = unter allen linearen homogenen Differenzengleichungen 
diejenige niedrigster Ordnung ist, welche durch die Integrale aller 
Differenzengleichungen J^{y^ =- 0, J^{y^ = 0, . . ., J"^(yJ = gleich- 
zeitig erfüllt wird. Von der vollständig reduziblen linearen homogenen 
Differenzengleichung F(yJ = sagt man auch: sie ist das kleinste 
gemeinsame Vielfache der irreduziblen linearen homogenen Differenzen- 
gleichungen 

Eine vollständig reduzible lineare homogene Differenzengleichung 
kann auch auf folgende Weise, die mit der obigen gleichwertig ist, 
charakterisiert werden: für sie existiert wenigstens ein Fundamental- 
system von Lösungen derart, daß jedes Element dieses Fundamental- 
systems auch Lösung einer irreduziblen linearen homogenen Differenzen- 



1) Guldherg, 14, 
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gleichuDg mit rationalen Koeffizienten wird, was im allgemeinen durch- 
aus nicht der FaU zu sein braucht.^) 

Ein spezieller Fall der vollständig reduziblen linearen homogenen 
DifFerenzengleichung ist die irreduzible lineare homogene Differenzen- 
gleichung. 

Nicht jede lineare homogene Differenzengleichung 

QiVx) = 2o(^)y*+m + Qi{x)y^+m-i + • • • + qMy^ = o 

mit rationalen Koeffizienten ist Tollständig reduzibel. Infolgedessen 
empfiehlt es sich, den Begriff der größten yoUständig reduziblen linearen 
homogenen Differenzengleichung, die zu einer gegebenen homogenen 
linearen Differenzengleichung ©(yj = mit rationalen Koeffizienten 
gehört, einzuführen: 

Ist F(yJ = eine vollständig reduzible lineare homogene Diffe- 
renzengleichung mit rationalen Koeffizienten, deren sämtliche Lösungen 
der vorgelegten linearen homogenen Differenzengleichung genügen, und 
existiert keine irreduzible lineare homogene Differenzengleichung mit 
rationalen Koeffizienten, deren Lösungen der Differenzengleichung 
Q(yJ = 0, aber nicht F(yJ = genügen, so sagen wir: V{y^) = 
ist eine größte vollständig reduzible lineare homogene Differenzen- 
gleichung, die zu Qiy^) = gehört. 

Die hier gegebenen Definitionen sind ganz analog den von Loewy 
(Math. Ann. 62, 89 — 117) für lineare homogene Differentialgleichungen 
gegebenen. Die Sätze, die sich aus diesen Definitionen herleiten 
lassen, sind daher den für die linearen Differentialgleichungen be- 
stehenden Sätzen analog und lassen sich ohne Schwierigkeit beweisen. 
Wir geben deshalb nur die Hauptsätze ohne Beweis und verweisen 
auf die oben zitierte Abhandlung von Loewy. 

Satz I: Zu jeder homogenen linearen Differenzengleichung mit 
rationalen Koeffizienten gibt es eine einzige tvohlbestimmte zugehörige 
größte vollständig reduzible homogene lineare Differenzengleichung mit 
rationalen Koeffizienten. 

Satz II: Eine vollständig reduzible homogene lineare Differenzen- 
gleichung ist entweder nur auf eine einzige Art oder auf unendlich viele 
Arten Meinstes gemeinsames Vidfaclie irreduzibler homogener linearer 
Differenzengleichungen. Notwendig und hinreichend, damit eine homogene 
lineare Differenzengleichung mit unendlich vielen irreduziblen Jiomogenen 
linearen Differenzengleichungen Integrale gemeinsam hat, ist, daß dies 
für die zu ihr gehörige größte vollständig reduzible homogene lineare 
Differenzengleichung zutrifft. 



1) Es ist dies ein charakteristischer Unterschied gegenüber den algebraischen 
Gleichungen, bei denen jede Wurzel einer irreduktiblen Gleichung genügt. 
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Hieraus ergeben sich noch folgende Sätze: 

Sat£ III^): Gibt es für eine redueibU homogene lineare Differe^izen- 
gleichung eine einzige oder eine ersiehe Anzahl verschiedener irreduzibler 
homogener linearer Diiferenzengleichungen, durch deren Integrale die vor- 
gelegte Gleichung befriedigt wird, so ist die Summe der Ordnungen 
dieser irreduziblen Differenzengleichungen stets Meiner oder höchstens 
gleich der Ordnung der vorgelegten Gleichung. 

Satz IV^): Damit eine homogene lineare Differenzengleichung mit 
unendlich vielen irreduziblen homogenen linearen Differenzengleichungen 
Integrale gemeinsam habe, ist notwendig und hinreichend, daß wenigstens 
zwei derselben gegenseitig von derselben Art sind. 



1) Cruldberg, 9. (vgl. Loewy, Math. Ann. 56, § 4). 



Sechstes Kapitel. 

Gmppentheorie 2. TeiL Die Rationalitätsgrnppe, 

I. Die Bationalitätsgrappe einer homogenen linearen 

Differenzengleichnng. ^) 

Es sei gegeben die homogene lineare Differenzengleichung mit 
rationalen Eoefazienten: 

(P) J'W-y,^„ + 2>fy,,„.i + ---+i>i"V. = o. 

Wir bezeichnen mit y^\ . . ., y^^ ein System von Fandamentallösungen. 
Wir setzen: 

wo die a^ willkürliche rationale Funktionen von x sind. Die Funktion 
Fj befriedigt eine lineare, homogene Differenzengleichung von der 
Ordnung n^ mit rationalen Koeffizienten: Um diese Gleichung zu 
finden, bilden wir die sukzessiven Werte: 

V V F , 

'^ x) ' x-iflJ • • *y ^ x + fTf 

I 

ausgedrückt durch y^^\ y^\ . . ., y^^ und ihre sukzessiven Werte bis 

die Gleichung (P) wegschaffen. Eliminiert man zwischen diesen 
n'+ 1 Gleichungen die y^^ und ihre sukzessiven Werte, so erhält 
man die gesuchte Gleichung: 

die PJ*^ sind rationale Funktionen von x. 
Diese Gleichung hat die n^ Lösungen 

«fyf (i,Ä=l,2,...,n). 
Sind die a^ willkürlich gewählt, so sind die n* Lösungen linear un- 



1) Guldberg, 2, 7 b, 11. 
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abhängig; denn im entgegengesetzten Fall könnte man eine Differenzen- 
gleichung bilden, der die a^ genügen, nämlich ^(% J/^*^) =0, wo 
D die „Determinante" der w* Fimktionen a^^ yf^ (i, Ä == 1, 2, . . ., n) ist. 

Dieses vorausgesetzt, lassen die y^ sich rational durch V^ und 
seine sukzessiven Werte ausdrücken: 

(a) 

WO die Uf . . ., A rationale Funktionen von x sind. 

Aus den Gleichungen (a) folgt, daß jeder Lösung der linearen 
homogenen Differenzengleichung (A) ein System von n Lösungen der 
linearen homogenen Differenzengleichung (P) entspricht. 

Dieses System muß aber nicht notwendig ein Fundamentalsystem 
sein. Die Bedingung dafür, daß zwischen den durch die Gleichungen (a) 
definierten n Lösungen der Gleichung (P) eine homogene lineare Relation 
mit „konstanten" Koeffizienten stattfindet, ist das Verschwinden der 
Determinante: 

Das gibt, wenn man die yj*^^ durch die Gleichungen (a) bestimmt, 
eine algebraische Differenzengleichung für F^: 

deren Ordnung m höchstens gleich n*— 1 ist und deren Koeffizienten 
rationale Funktionen von x sind. 

Denjenigen Lösungen der Gleichung (A), die nicht auch die 
Gleichung (9?) befriedigen, entspricht dann vermöge der Gleichungen (a) 
ein Fundamentalsystem von Lösungen der Gleichung (P). 

Ist die gegebene lineare homogene Differenzengleichung (P) ganz 
willkürlich gewählt, so wird im allgemeinen die Gleichung (A) keine 
Lösung, die der Gleichung (tp) nicht genügt, mit einer anderen Diffe- 
renzengleichimg niedrigerer Ordnung mit rationalen Koeffizienten ge- 
meinsam haben. 

Dagegen kann es bei spezieller Wahl der Fimktionen y^^\ ..., y^^ 
vorkommen, daß die Lösungen der Gleichung (A), die der Differenzen- 
gleichung {(p) nicht genügen, doch eine algebraische Differenzenglei- 
chung von niedrigerer als der n^^^ Ordnung befriedigen. 

Möge 

WO f eine ganze rationale Funktion ihrer Argumente bedeutet, die 
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algebraische Diflferenzengleichung niedrigster Ordnung (p) bedeuten, 
welche eine gemeinsame Lösung mit (A) hat, die nicht gleichzeitig 
der Gleichung (9) genügt; die Gleichung (f) sei in bezug auf V^^^ 
in algebraischem Sinne irreduzibel. 

Es ist zunächst klar, daß jede Lösung von (f), die nicht der 
Gleichung {(p) genügt, die Gleichung (A) befriedigen muß. Denn aus 
den Gleichungen (f ) und (A) können wir eine neue Differenzengleichung 
^ = bilden, die höchstens von der Ordnung |> — 1 ist, und der die 
gemeinsame Lösung der Gleichimgen (A) und (f ) genügt: Wir brauchen 
dabei nur mittels der Gleichung (f) und der daraus abgeleiteten 
Gleichungen 

(f,) A« + ^, n+;i, n+i+i,--, ^,+.+p) = (A = 1, 2, . . , n»-i>) 

die sukzessiven Werte F^^^, F^+p+i,..., F^+»» »im der Gleichung (A) 
zu eliminieren. Die Gleichung ^ = muß aber eine Identität sein, 
denn sonst wäre /" = nicht, nach der Voraussetzung, die Differenzen- 
gleichung niedrigster Ordnung, die mit (A) eine gemeinsame Lösung 
hat; d. h. jede Lösung von (f) ist eine Lösung von (A). 

Es sei nun V^ eine partikuläre Lösung der Differenzengleichung (f ), 

und es möge derselben gemäß den Gleichungen (a) das System von 

Fundamentallösungen y^^\ . . ., y^^ der Gleichung (P) entsprechen. Sei 

femer V^ eine beliebige andere Lösung von (f) und z^\ . . ., z^^ das 
entsprechende Fundamentalsjstem von (P). Dann ist 

^t' = ß.X' + ■ ■ ■ + ß^.y!:\ 
(S) 

worin die ß^j, „Konstanten" sind. 

Wir wollen die Gesamtheit der linearen Transformationen (S) be- 
trachten, die auf diese Weise dem Übergang von einer partikulären 

Lösung FJ^^ der Gleichung (f) zu allen übrigen Lösungen oder, was 

auf dasselbe hinauskommt, dem Übergang zu der allgemeinen Lösung 
von (f) entsprechen. 

Die allgemeine Lösung von (f) ist eine Lösung der linearen 
homogenen Differenzengleichung (A). Wenn wir also durch 

««, . . ., «<"'> 

X ' f X 

ein Fundamentalsystem von (A) bezeichnen, so ist die allgemeine 
Lösung F^ von (f) in der Form 

(1) F ^cy'^ + ^-^ + cy'"''^ 

darstellbar, wo die C^ „Konstanten" sind. 

• Wallenberg: LineaxB Dififerenzengleichiingeii. ^ 
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Bilden wir die sukzessiven Werte von F, und setzen diese Aus- 
drücke in die Gleichung (f ) ein^ so folgt aus dem Umstände^ daß F^ 
die allgemeine Lösung von (f ) ist; daß zwischen den n^ ,,Eonstanten^^ C^ 
eine gewisse Anzahl algebraischer Beziehungen bestehen muß. Da. 
wir aber p willkürliche „Konstanten" haben , so werden die C^ alge- 
braische Funktionen von p willkürlichen „Konstanten'^ sein. 

Folglich sind auch in den Substitutionen (S) die „Konstanten^ 
ßik algebraische Funktionen von p willkürlichen Parametern X. 

Die so erhaltenen algebraischen Relationen zwischen den ß^^, 
drücken aus, daß, wenn die y^^ einer willkürlichen Lösung von (f) 

entsprechen, die durch die Substitution (S) abgeleiteten jer^*^ einer 
anderen Lösung von (f) entsprechen. 

Unter diesen Umständen ist es klar, daß, wenn man zwei solche 
Substitutionen (S) betrachtet, die zwei verschiedenen Systemen der 
Parameter k entsprechen, das „Produkt" zweier solcher Substitutionen 
wieder eine Substitution derselben Form ist, wo die Parameter k durch 
ein drittes Wertsjstem bestimmt sind. Man sagt dann: 

Die Substitutionen (S) bilden eine kontinuierliche Transformations- 
gmppe,^) 

Wir bezeichnen diese lineare homogene Transformationsgruppe 
mit G und nennen sie die Rationalitätsgruppe der gegebenen linearen 
homogenen Differenzengleichung (P). 

Es gilt nun der Satz: 

Jede rcUi'Ondle Differenzenfunktion der Elemente [yj ei/nes Fundor 
mentalsystems der Differenzengleichung (P), die gleich einer rationalen 
Funktion von x ist, bleibt als Funktion von x ungeändert, wenn 
man auf die [y^] eine Transformation der Gruppe G anwendet; und 
umgekehrt: jede rationale Differenzenfunktion der [yj, die als Funktion 
von X bei der Tra/nsformation von G ungeändert bleibt^ ist eine rationale 
Funktion von x. 

Es sei -R[yJ eine rationale Differenzenfunktion von der voraus- 
gesetzten Beschaffenheit. Ersetzt man die y , . . ., y und ihre 



1) Es sei eine Schar von (xf Transformationen vorgelegt 

wo die /^ reguläre analytische Funktionen ihrer Argumente und die a Konstanten 
sind. Ist die Aufeinanderfolge irgend zweier Transformationen dieser Schar steta 
einer einzigen Transformation der Schar äquivalent, so definieren die Gleichungen (a) 
eine r-gliedrige kontinuierliche Transformationsgruppe. 

Die Theorie der kontinuierlichen Transformationsgruppen rührt von Sophua 
Lie her. Eine eingehende Darstellung dieser Theorie findet man bei S. Lie und 
F. Engel: Theorie der Transformationsgruppen, Leipzig 1888. Man vgl. auch 
L. Schlesinger: Handbuch d. Theorie der linearen Differenzengleichungen Bd. IE, 
S. Iff. 
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snkzessiyen Werte durct ihre Ausdrücke (a), so verwandelt sich Rly^], 
wenn fior V^ eine gewisse partikuläre Lösung der Gleichung (f) ge- 
nommen wird; in einen Ausdruck: 

der zufolge der Voraussetzung gleich einer rationalen Funktion g(x) 
von X ist. Dann hat die Differenzengleichung 

(F) Fir,,V,^„...,V,^;)^g(x) * 

mit der irreduziblen Differenzengleichung (f) eine Lösung gemeinsam; 
sie wird folglich durch alle Lösungen von (f) befriedigt; da man im 
entgegengesetzten Falle durch Elimination der v — p+1 Größen F^^.«, 
K+p+iy •••; ^x^-v aus den i/~i> + 2 Gleichungen (F), (f); (fj, 
(A =« 1; 2; . . ., 1/— p) ZU einer Differenzengleichung ^ = von niedrigerer 
Ordnung als (f ) kommen würde, die mit der Gleichung (f) eine Lösung 
gemeinsam hat; was gegen die Voraussetzung ist. Der Ausdruck F 
ändert sich also nicht; d. h. er bleibt dieselbe Funktion von x, wenn 
man F^ durch eine beliebige andere Lösung von (f) ersetzt. Dies 
besagt aber nichts anderes, als daß i2[yj als Funktion von x un- 
verändert bleibt; wenn man auf die y^\ . . ., y^^ eine Transformation 
(S) der Gruppe G ausübt. 

Sei umgekehrt die rationale Differenzenfunktion jR[yJ; als Funk- 
tion von x betrachtet, eine Livariante von G. Ersetzt man wieder 

die y^\ . . ., y^^ und ihre sukzessiven Werte durch die Ausdrücke (a), 

wodurch sich jR[yJ in F verwandelt; so stellt wegen der XJnveränder- 
lichkeit von ü[yj bei Anwendung einer Transformation von G der 
Ausdruck F dieselbe Funktion von x dar, welche Lösung der Glei- 
chung (f) man auch für F^ einsetzen mag. Bedeutet (i den Grad des 
höchsten sukzessiven Wertes F^^^ in der Gleichung (f), so hat diese 
Gleichung für willkürliche Werte von 

^> ''^xj • • •; ^x-\-p-\ 

IJL verschiedene Wurzeln F^^^. 

Nun kann man mittels der Gleichungen (f ) und {i^ (yL« 1, 2; . . .; v—p) 
bewirken, daß F die sukzessiven Werte F^^^^; F^+p^.!, ..., F^^^ 
höchstens in der (ft — 1)**° Potenz enthält; die so reduzierte Funk- 
tion F wollen wir mit 

F{Xj Fp, F^^i, . . ., F,^ J {F eine rationale Funktion ihrer Argjimente) 

bezeichnen. Für einen gegebenen Wert von x nimmt nach Vorstehendem 
F denselben Wert an, wenn für F^, F^^i,.. ., F^^^ irgend ein diesem 
Wert von x entsprechendes Wertsystem gesetzt wird, welches den 
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Gleichungen (f) und (f^) (A = 1, 2, .. ., v— p) genügt. Nun kann man 
zunächst F^, T^x+iy •••; ^x-\-p-i ^iiiJcürii(^h wählen, dann aus (f) 
irgendeinen der zogehörigen [i Werte von F^^^, ferner aus (fj) irgend- 
einender dazu gehörigen ft Werte von V^^^^^ usf., schließlich aus (f^^^) 
irgend einen der zugehörigen ft Werte von F^^^; für alle diese Wert- 
systeme nimmt F denselben Wert an. Da aber F die sukzessiven 

Werte F^^^, ^x+p+if • • •; '^x+v ^^^ ^^ ^^^ (^ — 1)**'^ Potenz enthält, 
80 ist das wegen der algebraischen IrreduzibUität der Gleichung (f) 
nur möglich, wenn F die Größen F^, F^^i, . . ., F^^^ überhaupt 
nicht mehr enthält. Es ist also F und daher auch F eine rationale 
Funktion von x. Q. e. d. 

n. A. Reduzlbilität der Batlonalitätsgrappe. 
B. Die Bationalitätsgmppe von Differenzengleichnngen 

derselben Art. 

A. Ist die gegebene lineare homogene Differenzengleichung mit 
rationalen Koeffizienten: 

reduzibel, so existiert nach dem 5, Kap. eine lineare homogene Diffe- 
renzengleichung niedrigerer Ordnung mit rationalen Koeffizienten, etwa 
die folgende: 

(a) B(ifJ s y,^., + rf y,^,_, + • • • + rWy, = 0, 

deren sämtliche Losongen auch Lösungen der gegebenen Gleichung 
P(y,) = sind. 

Sei nun ^ ,,, 

yx y ^x ' ' ' '> ^x 

ein Fundamentalsystem von Lösungen der Gleichung (a), so muß durch 
die Rationalitätsgruppe G der gegebenen Gleichung die lineare Schar 

(b) c,y^'' + c,yf + • • • + c,y« 

in sich selbst transformiert werden; denn existierte eine Transformation 
von 6r, die eine Lösung y^ von (a) in eine Lösung y^ überführte, 
die nicht zu (b) gehört, so müBte die Gleichung (a) — die linke 
Seite -R(yJ der Gleichung hat ja einen rationalen Wert (nämlich Null), 
bleibt also invariant bei dieser Transformation — durch y^^ befriedigt 
werden, was unmöglich ist, d. h. die Rationalitätsgruppe G ist reduzibd^) 

1) Ist (r irgend eine Ginppe linearer homogener Substitutionen in n Variablen 
und kann man diese Gruppe durch Einführung von neuen Variablen, welche 
lineare homogene Kombinationen der alten Variablen mit konstanten Koeffizienten 
sind, so transformieren, daß sich nach der Transformation bei allen Substitutionen 
der transformierten Gruppe v der neuen Variablen, wobei r <« ist, nur linear 
untereinander substituieren, so heißt die Gruppe G reduzibeL 
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Ist umgekehrt die Rationalitatsgruppe der gegebenen Gleichung 
reduzibel, also etwa von der folgenden Form: 

vT '■c,,y^'+c^yT + --- + c,.yT, 



y^ -c^^yT+c,yT+--- + ^.y':\ 



*x »+11 y« ~ »+wJ'x ' I y+lrJ'» ~ »+l»+l!'* ~ ~ S+ln^x » 

»x Vn^x T^Vm^x T^ +%+l,yx ^^ %+«►+! "x ^ I^Viny* ' 

SO sind die Koeffizienten der linearen homogenen Differenzengleichung 

V**' Ordnung, von welcher y^\ yj , . . ., y^"^ ein Fundamentalsystem 

von Lösungen bilden, invariant bei G^) und haben folglich einen ratio- 
nalen Wert; die gegebene Gleichung ist also reduzibel. 

Aus diesen Bemerkungen folgt: Wenn'^ die Rationalitatsgruppe 
einer linearen homogenen Differenzengleichung Piff^^ — von der 
Ordnung n reduzibel ist und daher in die Form 



^21 i G^22 . 

gebracht werden kaijn, wobei G^^ einen Inbegriff von Matrizes mit 
V Zeilen und v Kolonnen, G^i einen Inbegriff von Matrizes von 
n — V Zeilen und v Kolonnen, 02^ einen Inbegriff von Matrizes mit 
n — 1/ Zeilen und n — v Kolonnen, n > n — r > 0, bedeutet, so gibt 
es stets eine lineare homogene Differenzengleichung JR{y^) = von 
der Ordnung v mit rationalen Koeffizienten, deren sämtliche Integrale 
der Gleichung P(yJ = genügen und welche G^^ als Rationalitäts- 
gruppe hat. 

B. Wir wenden uns jetzt zur Beziehung zwischen dem Artbegriff 
und der Rationalitätsgruppe einer homogenen linearen Differenzen- 
gleichung. 

Es seien gegeben die beiden homogenen linearen Differenzen- 
gleichungen 

(1) ^(yx)-yx+„+i'iV»-.+---+^i"'yx = o, , ^, 

(m < n), 

(2) e^x)-v.+ «fv.-i + --- + 3x"^^x = o, - 

1) Vgl. 4. Kap., L 
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mit rationaleii Koeffizienten^ und es bestehe die Beziehung 

wo die a, rationale Funktionen der x sind. 

Die Gleichung (2) ist also mit (1) von derselben Art. Ist 
m = n — Vy so existiert eine lineare homogene Diflferenzengleichung 
V*®' Ordnung mit rationalen Koeffizienten Ii{y^ = 0, deren sämtliche 
Lösungen der Gleichung (1) genügen (vgl. 4. Kiip., III). 

Wir setzen (betreffs der Bezeichnungen vgl. 4. Kap.^ III); 

1=1 1=1 i=i 

und ferner: 

l — n <=n I = n 

/=1 1=1 J=l 

hierbei bedeutet >L*j f, ^ !"t ' ^ "*""''• '' j ein System von n{n—v) will- 
kürlichen „Konstanten'^, die nur der Bedingung unterworfen sind, daß 
die Determinante | Z^, ; (i, Z = 1, 2, .. ., w) von Null verschieden ist, 

damit die n Funktionen t^\ t^\ . . ., t^^ ein Fundamen talsystem von 

Lösungen der Differenzengleichung P{y^ = bilden; die ersten 

V Funktionen t^^\ t^^\ .... t^^^ sind die Elemente eines Fundamental- 

Systems von Integralen der Differenzengleichung i?(y^) = 0. 

Bilden wir unter Zugrundelegung des Fundamentalsystems von 

Lösungen ^j^\ t^^^ . . ., t^^^ die Rationalitätsgruppe G der Differenzen- 
gleichung P(y^) = 0, so erscheint dieselbe in der Form: 



LToi tToQ 



'21 



S2 



hierbei bedeutet G^^ die Rationalitätsgruppe von JR(yJ = 0. Wir 
beweisen, daß G^ die Rationalitätsgruppe der Differenzengleichung 
^(yj = ist, die mit P{y^ = zu derselben Art gehört. Da 

ist, so folgt, daß die w — v Funktionen 

^(r^>),^(e^»'),...,^(e>) 

die Elemente eines Fundamentalsystems von Integralen von Qiy^ = 
bilden. Eine Substitution S der Rationalitätsgruppe von P(ya.) — wird 
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wegen der besonderen Form der Gruppe G die Elemente t^^\ t^^\ .,,, ^^"^ 
des Fundamentalsystems von P{yj^ = überführen in 

^i^x + ^li^x H r c^yt^ , 



Cy,t^' +c,,tf' +-'+.Cyyi':\ 



Macht man davon Gebrauch^ daß 
ist^ so gehen durch die Substitution S die n — v Funktionen 

^(e-'), ^(r "),... ,^(e^) 

über in: 

Bezeichnen wir die soeben hingesqjiriebene Substitution zwischen den 
Elementen: 

eines Fundamentalsystems von Lösungen der linearen homogenen 
Differenzengleichung öCyJ — mit S^^y so ergibt sich infolge der 
besonderen Form der Gruppe G, daß die Gesamtheit der Transfor- 
mationen S^j welche allen Transformationen S der Rationalitäts- 
gruppe G von P{y^ = entsprechen, ebenfalls eine Gruppe bildet; 
dies ist die Gruppe G^^. 

Betrachtet man irgend eine rationale Differenzenfunktion von 

^(e-)), ^(er«)),...,^(e>), 

welche einen rationalen Wert hat, so bleibt diese, als Funktion 
von t^ \ t^\ . . ., r aufgefaßt, bei einer jeden Transformation S der 
Bationalitätsgruppe G von P(ya.) = ihrem Wert nach ungeändert; 
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einer Substitution S für die n Funktionen t^^\ t^\ . . ., t^^ entspricht 
aber die Substitution Sj, für die « — v Funktionen 

daher bleibt eine jede rationale Differenzenfunktion von 

welche einen rationalen Wert hat, bei allen Substitutionen der Gruppe 
(tjj ihrem Wert nach ungeändert. 

Wir können aber auch umgekehrt zeigen: 

Bleibt eine rationale Differenzenfunktion von äU^''^^^ . . ., Ä(t^^\ 
bei allen Substitutionen der Gruppe G^ ihrem Werte nach ungeändert, 
so ist sie eine rationale Funktion von x. Bleibt nämlich die Funk- 
tion, aufgefaßt als Funktion von J[(^j*'+'^), . . ., A(&^), bei den Sub- 
stitutionen Sgj von (t,2 ihrem Wert nach ungeändert, so bleibt sie, 
als Funktion von t^^\ t^^\ . ... t^^^ bei allen Substitutionen S von G 

X * X f ' X 

ihrem Wert nach ungeändert. Da aber G die Rationalitätsgruppe der 
linearen homogenen Differenzengleichung P(y^) = für das Funda- 
mentalsystem r^\ r', . . ., i^^ ist, 80 ist die betrachtete Funktion 
eine rationale Funktion von x. Folglich ist die Gruppe G^^ die 
Bationalitätsgruppe der Gleichung ^(yj = 0. Wir haben also den 
folgenden Satz: 

Gehört die lineare homogene Differenzengleichung Q(y^) = von 
der Ordnung m ^ n — v mit der linearen homogenen Differenzengleichung 
F{y^) =• von der Ordnung n zu derselben Art, so kann man die 
Bationalitätsgruppe G von P{y^ = in die Form: 



P I f^ 

bringen; hierbei ist G^^ die Bationalitätsgruppe eitler homogenen linearen 
Differenzengleichung B(y^ ==» von der v^^ Ordnung, deren sämtliche 
Integrale der Gleichvmg B{y^ = geniigen; G^^ ist die Batioruditäts* 
gruppe der Differenzengleichung Q{y^ = 0. 

Für y = hat man den Satz: 

Zwei lineare homogene DifferenzengUichungen derselben Ordnung^ 
die von derselben Art sind, haben dieselbe Bationalitätsgruppe, 

m. Reduktion der Bationalitätsgruppe: Die liomogene lineare 

Differenzengleichung zweiter Ordnung. 

Die Tragweite der 6a/oisschen Theorie der algebraischen Glei- 
chungen liegt bekanntlich darin, daß die Auflösung einer gegebenen 
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Gleicliuiig wesentlich von der Struktur ihrer Gahisachen Gruppe ab- 
hängt. In ähnlicher Weise bestimmt für eine lineare homogene 
Differentialgleichung oder Differenzengleichuug die ihr zugehörige 
Rationalitätsgruppe in gewissem Sinne das bei denselben anzuwendende 
Lösungsverfaiiren. 

In der GaloisBchen Theorie der algebraischen Gleichungen läßt 
sich indessen die Galoissche Resolvente und dabei die Gruppe der 
gegebenen Gleichung direkt bestimmen. In der Theorie der Ratio- 
nalitätsgruppe einer linearen homogenen Differenzengleichung liegt 
die Sache etwas anders. 

Man kann hier nicht direkt die Rationalitätsgruppe einer ge- 
gebenen Differenzengleichung bestimmen. Man muß hier mit dem 
Problem anfangen^ sämtliche linearen homogenen Gruppen in n 
Yariabeln zu bestimmen, und sodann untersuchen, ob eine bestimmte 
Gruppe die Rationalitätsgruppe der gegebenen Gleichung ist. 

Die Lösung einer vorgelegten linearen homogenen Differenzen- 
gleichung ist nun als vollzogen anzusehen, wenn derjenige Rationalitäts- 
bereich bekannt ist, für welchen die Rationalitätsgruppe der gegebenen 
Differenzengleichung nur die identische Transformation enthält; denn 

dann sind die Elemente eines Fundamentalsystems yj^^\ ..., y^^ selbst 

rational bekannt. Es wird also darauf ankommen, den Rationalitäts- 
bereich so zu erweitern, d. h. neue Funktionen zu adjungieren, daß 
sich die Rationalitätsgruppe der Differenzengleichung reduziert. 

Als ein Beispiel des hier angedeuteten Lösungsverfahrens einer 
linearen homogenen Differenzengleichung werden wir die lineare homo- 
gene Differenzengleichung zweiter Ordnung behandeln und verweisen 
im übrigen auf die Abhandlimg von Guldberg, 1^, sowie auf die ent- 
sprechenden Untersuchungen von Picard^) und Vessiot^) über Diffe- 
rentialgleichungen, deren eingehende Darstellung man in dem „Hand- 
buch" von Schlesinger, Bd. II, findet. 

Die folgende Tabelle stellt die lineare homogene Gruppe in zwei 
Veränderlichen und ihre sämtlichen Untergruppen dar: 



Vx hVx ^ hyx > 

Vx —hVx ^hVx ' 



(1) 


y^' - hy^' + hy^\ 


(2) 


y^' - hy^' + t.yT , 


WO t^t^' 


- ^^8 - 1 ist; 


(3) 


vT-KyT, 


(4) 


yf-hy^\ 



1) Trait^ d' Analyse, UI, 531 (PariB 1896). 

2) Annales de TEc. Normale (8) 9 (1892), 197 ff. 



138 



6. Kap. Gruppentheorie 2. TeiL Die Bationalit&tsgmppe. 



/ 



(6) 


y!^' 


-\y?^ 


(6^ 


s^f 


'Kyt', 


(7) 


yf 


-t/\ 


(8) 


yt' 


= yf, 


(9) 


y'' 


-t'yf\ 



yT = hyf'. 



yT-K''{yT+i.yTh 
yT = yT + tyT: 



vT 



t'^'yT 



Betrachten wir die allgemeine lineare homogene Differenzen- 
gleichung zweiter Ordnung 

so entspricht ihr die allgemeine lineare Gruppe (1); die Gleichung (A) 
ist dann irreduzibel (vgl. Nr. 11, A). Drei Hilfsgleichungen spielen eine 
wichtige Rolle in der Theorie der linearen homogenen Differenzen- 
gleichungen zweiter Ordnung. Es sind diejenigen, welche die In- 
varianten der Gruppen (2), (3) und (7) definieren. 

Die Gruppe (2) -— diese Gruppe ist die größte invariante Unter- 
gruppe der Gruppe (1); sie ist außerdem einfach^) — hat die Invariante 

diese genügt der Differenzengleichung 
Die Gruppe (3) hat die Invariante 



(«)(!) . 

'X yx+15 



u. 



yf 



sie genügt der Differenzengleichong: 
Die öruppe (7) hat die Invariante 



= 0. 



•n> 



yf 

vr 



sie genügt der Differenzengleichung: 

(^x+2 — "^jr + l) (^oj- ^*-l) 



(e) 



(jlz + ^ — ^x) (^x + 1 — ^x-l) 






1) Ist T Symbol einer beliebigen Transformation der r-gliedrigen Gruppe G^ 
und ist S eine beliebige Transformation einer Untergruppe von (7, so heißt 
diese Untergruppe in G invariant, wenn stets auch die Transformation T~^8T 
der betreffenden Untergruppe angehört. Eine Gruppe, die keine invariante 
Untergruppe besitzt, heißt einfach. 

2) Vgl. Nr. IV, A d. Kap. 
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Sind nun die Differenzengleichongen (a) und (b) gelöst^ so ist 
auch die gegebene Gleichung (A) gelöst. Denn es seien w^, u^\ u^^ 
drei Lösungen der Gleichung (b); es gibt dann drei Lösungen der 
Gleichung (A) yf , yf , yf + yf derart, daß 

und außerdem 

ist; denn die beiden ersten Formeln definieren y^^ und y^^ nur bis 
auf einen ,,konstanten^ Faktor. Wir erhalten dann: 

und daher: 






Das Wurzelzeichen kommt daher, daß die Gruppen von A^^, m^, 
mJ und u^^ die gemeinsame Transformation 

-(1) (1) -(«) («) 

y. =--y,s y, -=-y. 

besitzen. 

Es zeigt sich also bei unserem Beispiel, daß die Lösung unserer 
Gleichung ausgeführt ist, wenn mr die Invarianten spezieller Unter- 
gruppen der Bationalitätsgruppe zu unserem Rationalitätsbereich ad- 
junffieren. 

Es läßt sich auch allgemein zeigen, daß das Lösungs verfahren 
einer linearen homogenen Differenzengleichung in der Adjunktion 
neuer, durch Hilfsgleichungen (Resolventen) definierter Invarianten 
der Untergruppen unserer Rationalitätsgruppe besteht, wodurch deren 
Reduktion auf die betreffende Untergruppe bewirkt wird. Dabei gilt 
der wichtige Satz, daß bei dieser Reduktion jede der auftretenden 
Gruppen auf ihre invariante Untergruppe reduziert wird (vgl. Guld- 
herg, 7*, Kap. II); gelangt man schließlich zu einer einfachen Gruppe, 
so kann diese daher ihrerseits nur noch auf die „identischem^ Gruppe') 

1) Dabei ist der Begriff der identischen Gruppe in dem weiteren Sinne zu 
verstehen, daß ihre Substitutionen numerisch sind, d. h. von keinem Parameter 
mehr abhängen; in dem entsprechenden Rationalitätsbereiche sind die Lösungen 
der vorgelegten Differenzengleichung als Wurzeln algebraischer Gleichungen be- 
stimmt, deren Koeffizienten dem Rationalitätsbereiche angehören. 
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reduziert werden; ist das der Fall^ so ist die vorgelegte Differenzen- 
gleichung integriert. So wird bei unserer Differenzengleichung zweiter 
Ordnung (A) die allgemeine Gruppe (1) durch Adjunktion der Punk- 
tion Aj., die eine Inyariante der „unimodularen" Gruppe (2) ist und 
der Resolvente (a) genügt, auf eben diese Gruppe (2) reduziert; femer 
die einfache Gruppe (2) durch Adjunktion der Lösungen u^ der Resol- 
vente (b) auf die „identische" Gruppe y^^ ■= ± y^\ y^^ = ± y!^\ womit 
die Gleichung (A) gelöst ist: in der Tat haben wir die definitive 
Lösung oben in der Form angegeben, daß y^ und y^ rationale 
Funktionen der Größen A , w , ulJ'^K u^^^ sind. 

X' Xf X ' X 

1. Aufgabe, Welche Beziehung besteht zwischen der Rationalitäts- 
gruppe einer linearen homogenen Differenzengleichung n*^' Ordnung 
und der Gruppe ihrer (n — m)*^^ assoziierten Differenzengleichung? 

2. Aufgabe, Wie ist die Rationalitätsgruppe beschaffen, wenn eine 
lineare homogene Differenzengleichung algebraisch integrierbar ist? 

3. Aufgabe. Wie ist die Rationalitätsgruppe beschaffen, wenn eine 
lineare homogene Differenzengleichung durch Quadraturen, d. h. durch 
eine Kette linearer homogener Hilfsdifferenzengleichungen erster Ord- 
nimg lösbar ist? 

Lösung: Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß 
eine homogene lineare Differenzengleichung durch Quadraturen lösbar 
ist, ist die, daß ibre Rationalitätsgruppe integrabel ist, d. h. nach 
S. Lie für eine gewisse Wahl des Fundamentalsystems die folgende 
Form hat: 

yT-%yf+-..yT, 

vT = «,.yf + -^.yT + \yT, 



Vx -^ \yx + K^^x + ^n^x H + ^n^Vx ' 

Daraus ergibt sich mit Benutzung allgemeiner gruppentbeoretischer 
Sätze von S. Lie, daß die allgemeine lineare Differenzengleichung n'*'* Ord- 
nung für w > 1 nicht durch Quadraturen lösbar ist. Insbesondere folgt 

y (1) ^ 
für Differenzengleichungen zweiter Ordnung, da der Ausdruck — ^ip als 

Invariante zur Gruppe (3) der oben angegebenen Tabelle gehört und 
diese Gruppe alle folgenden, d. h. alle integrablen Gruppen enthält: 
Damit eine homogene lineare Differenzengleichung zweiter Ordnung 
durch Quadraturen lösbar sei, ist notwendig und hinreichend, daß für 

irgend eine ihrer Lösungen der Aufdruck . . rational ist. • 
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Beispiel: Die Gruppe der linearen homogenen Differenzengleichung 

mit konstanten Koeffizienten; bei dieser ist -^^i— « «., wenn a. eine 

Wurzel der charakteristischen Gleichung ist. (Ghddberg, 7*, Kap. 11, 
Nr. 8—10; vgl. 7. Kap,, I.) 

4. Aufgabe. Wie kann man das Bestehen algebraischer Relationen 
zwischen den Elementen eines Fundamentalsystems Ton Lösungen einer 
linearen homogenen Differenzengleichung fiir die Integration der Glei- 
chimg verwerten? (Vgl. IV, A d. Kap.) 

5. Aufgabe. Wie wird die Integration der allgemeinen linearen 
homogenen Differenzengleichung dritter Ordnung sich durch Betrach- 
tung ihrer Rationalitätsgruppe gestalten? 
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A. AlgebTaisohe Beziehungen zwischen den Lösungen einer 
homogenen linearen Differenzengleiohung.^) 

Wahrend in der Theorie der Differentialgleichungen ausgedehnte 
Forschungen über diesen Gegenstand existieren, ist für Differenzen- 
gleichungen in dieser Beziehung noch wenig geschehen'), sodaß sich 
hier noch ein weites Feld für neue Untersuchungen eröffnet. 

Besteht zunächst zwischen zwei Fundamentalintegralen 17^ und ^^ 
einer homogenen linearen Differenzengleichung zweiter Ordnung 

(1) yx+i'^-PxVx^i + Qxyx 

eine irreduktible algebraische Beziehung mit konstanten Koeffizienten: 
^{Vxf 5x) == 0, (F ganze rationale Funktion von 17^ und gj, 

so darf F nicht homogen in rj^ und g^ sein, da sich sonst — ent- 
gegen der Voraussetzung — der Quotient rj^ : J^ als Konstante er- 
geben würde. Wir können diese Beziehung, in der Form 

(2) g« = fiv.) 

schreiben, worin /*(i?-e) eine algebraische Funktion von rj^ ist; dann 
wird t:,+i'^f{Vx+i)7 tx+2^f{Vx+i)y also mit Rücksicht auf (1): 

(3) f(j?x%+i + 9xVx) -PxfiVx+i) - ^xKVx) -- . 

Die Gleichung (1) ist also jedenfalls im allgemeinen reduzibel 
in dem weiteren Sinne, daß die Partikularlösung iy^ einer nicht linearen 
Differenzengleichung erster Ordnung genügt, deren Koeffizienten dem 

1) WaUenberg, 1. und 2. 

2) Der Grund liegt darin, daß bei den Differenzengleichnngen eine nicht 
lineare Transformation der unabhängigen Yeränderlichen unstatthaft ist. 
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Bationalitätsbereiche von (1) angehören. Wir können aber noch mehr 
erschließen: es ist nach dem 2. Kapitel, III: 

d,= | ' ' =<»JJ(— ffj; (o ;,Konßtante"); 

außer (3) besteht also noch die Gleichung: 

(4) Vxf(Vz+i) - Vx+if{%) -d^-0. 

Aus den Gleichungen (3) und (4) ergibt sich durch Elimination 
von ly^^i im allgemeinen rj^, also aus (2) auch g^ als algebraische 
Funktion von p^, q^ und d^; sind diese Größen selber algebraische 
Punktionen von x, so ist demnach die allgemeine Lösung der Glei- 
chung (1) eine algebraische Funktion von x. 

Dies wird nur dann nicht der Fall sein, wenn die Elimination 
von ly^^i aus den beiden Gleichungen (3) und (4) unmöglich ist. Zu- 
nächst könnte die Gleichung (3) eine Identität sein; das ist aber nur 
dann der Fall, wenn f eine lineare Funktion ihres Argumentes und 
1^«+ 9^»™ 1 ^8^- ^i® Gleichung (1) besitzt in diesem Falle eine „Kon- 
stante^^ als Partikularlösung; es besteht daher zwischen zwei beliebigen 
Fundamentalintegralen ri^, £^ von (1) ohne weiteres die Beziehung 
ix^^ (D^i^^-f (D,; die allgemeine Lösung braucht in diesem Falle nicht 
algebraisch zu sein. 

Abgesehen von diesem Falle ist die Elimination von 17, ^^ aus 
(3) und (4) dann und nur dann unmöglich^ wenn diese beiden Glei- 
chungen nicht unabhängig voneinander sind, d. h. wenn die Funktional- 
determiuante ihrer linken Seiten verschwindet. Daraus ergibt sich 
durch eine eigentümliche Schlußweise, die in der Arbeit von Wallen- 
berg (1.) nachgesehen werden möge, daß die Gleichung (1) in diesem 

Falle zwei reziproke Lösungen u^ und r^ = — besitzt; die Bedingung 

dafür ergibt sich aus den Gleichungen (3) und (4): 



Px "x r\ 



Px'^X^l + ^x'^X ^X^rl '^X 

oder 

^x . «;r+l ^-Vl-^x 






8 ^» 

X 



und 

in der Form 

Ä* - d» = 4 
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fOr einen gewissen Wert der in d^ auftretenden ,^Konstanten'^ Dann 
wird 

also 

Die Lösnngen u^ und t;^ brauchen in der Tat keine algebraischen 
Funktionen Ton p^ und q^ zu sein, obwohl hier d^ eine algebraische 

Funktion von p^ und q^ ist ^d^ — ]/ä j — 4 j . 

JBßispiefe; 

1. (2^ alg€i)raisch. 

nX + 2 . x + 2 ^ 

y.+»- 2^-J^y,^i + -^y, - 0; 

tt, = Ä, t?^ = a;* : v^ =- wj 5 d^ = a: (a; + 1). Die Integrale sind alge- 
braisch. 

2. d^ transzendent. 

t*, = 2% t;, = 4':t;,=«uj; rf, = 2 • 8'. 

Die Integrale sind transzendent^ aber algebraisch in d^: 



y 2 • K4 

_ (g« + a;+l) (x ^+x—l) x\x + 2) ^ 

^'+^ (x+iy{x—l) y^+i"*" (x + i)»(x — 1)^*""^' 

'»x^— i,^^^ ^i~' ^« ^5 '»x-«;r-*; ~Y^-^' 2 X> 

4. Algebraische Integrale im Ausnahmefalle: 

^{x + iy__ j x(^x +_3) ^ 

^*+« (» + 2)(2a; + i) ^^ + 1 "^ (x + 2) (2x + i)^* "" ^5 
K + ^x ^ + 1 Ä« — d- a; 



2 aj ' 2 ic + l' 

2 Ä ' ^* v„ 



«.-im-'—' '.-17 



144 6. Eap. Grmppentheorie 2. Teil. Die Bationalitätsgnippe. 

Wir haben die vorstehende Untersuchung hier der Vollständig- 
keit wegen aufgenommen, obwohl dieselbe noch ohne Anwendung der 
Gruppentheorie durchgeführt werden konnte. Jetzt wenden wir uns 
zu den homogenen linearen Differenzengleichungen dritter Ordnung 
mit einer homogenen Relation zweiten Grades zwischen den Fundamental- 
integralen^ deren Behandlung eine schöne Anwendung der Gruppen- 
theorie gestattet. Bevor wir das eigentliche Problem in Angriff nehmen, 
müssen wir einige Vorbemerkungen machen^): 

1) Die homogene lineare Differenzeugleichung zweiter Ordnung 

(5) «.+» --P««,^i + <?.«,= (P, + 0) 

9x4- 1 

geht durch die Substitution w^ = (>a.yaf, wenn "=" Px-if ^^ 

Q^ ^IJPx-i gesetzt wird, über in die NormcUform: 

(6) yx+i-yx^i + ixVx-^f 

worin q^ = p — ^^ bei allen Transformationen m^ = ft^y^ invariant 
bleibt. ^"' "^ 

2) Der Quotient zweier Fundamentalintegrale von (6), iy^ == -^, 

Vx 

genügt, wie eine leichte Rechnung ergibt, der Differenzengleichung 
dritter Ordnung: 

^^ %+B-Vx+i''nx+i — nx ^'+^' 

dieselbe ist das Analogen der bekannten Schwär jg sehen Differential- 
gleichung dritter Ordnung. Für die allgemeine Gleichung zweiter 

Ordnung (5) tritt an Stelle von q ,. der invariante Ausdruck j^—J^ 

Die Form der Gleichung (7) läßt unmittelbar erkennen, daß, wenn 
r^^^ eine Partikularlösung derselben ist, die allgemeine Lösung lautet: 

r + ^ny 

worin a, ß, y, d willkürliche „Konstanten" sind; denn auf der 
linken Seite von (7) steht das anharmonische Doppelverhältnis 
iVxf %+i7 Vx+27 Vx+s)} welches durch die Transformation (8) un- 
geändert bleibt. 

8) Bereits im 4. Kap., II haben wir die homogene lineare Diffe- 
renzengleichung dritter Ordnung aufgestellt, der die Produkte je zweier 

1) WäUenberg, 2., S. 66 ff.; Heymann, 1., Aufgaben 103, 105, 106. 

2) Vgl. Nr. m, Gl. (c). 
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Lösungen einer homogenen linearen Differenzengleichung zweiter Ord- 
nung genügen; fQr die Normalform (6) lautet dieselbe: 

Ihre allgemeine Lösung ist: 

worin y^ und y^^ zwei Fundamentalintegrale von (6) sind und o^, 
0^2; G^s willkürliche ^^Konstanten^' bedeuten; zwischen den drei Funda- 
mentallösungen wj'^ ^ y^'^\ wf ^ - yj^yt'\ ^f =- yi*^* besteht die homo- 
gene quadratische Relation: 

(2)' (1) (8) A 

Nach diesen Vorbereitungen werden wir nun den folgenden Satz 
beweisen ; welcher zeigen soll, inwieweit der zuletzt ausgesprochene 
Satz einer Umkehrung fähig ist: Besteht zwischen drei Fundamental- 
Vösungen einer homogenen linearen Differenzengleichung dritter Ordnung 

P(r^) = mit rationalen Koeffizienten die lldation v^^ — v^^^ v^^ = 0, 

so genügen ihr die Produkte je zweier Lösungen einer homogenen linearen 
Differenzengleichung zweiter Ordnung, deren Koeffizienten Quadratwurzdn 
rationaler Funktionen von x sind.^) 

TaVl der gegebenen Gleichung F{v^ = gehört nämlich*) eine 
Untergruppe G der allgemeinen homogenen linearen Gruppe in drei 
Veränderlichen ; die KationalitätsgruppC; mit folgender Doppeleigen- 

schaft: 1. Jede rationale Funktion V der Lösungen v^\ v^\ v^ 

und ihrer sukzessiven Werte, welche eine rationale Funktion von x 
ist, bleibt bei allen Substitutionen von G (deren Determinanten übrigens 
nicht verschwinden) numerisch, d. h. als Funktion von x, ungeändert. 
2. Jede Funktion V, die numerisch aUe Transformationen von G ge- 
stattet, ist eine rationale Funktion von x. 

Nun hat die rationale Funktion V := v^^^^ — v^^^ v^^^ den rationalen 

X XX 

Wert 0, bleibt also bei allen Substitutionen der Gruppe G numerisch 
ungeändert, d. h. es ist auch: 

_(2)« _ (1)^(8) A 

V — V V = 0, 

X XX ' 

wo 

(10) vl'^ = «,^ .f + a^ «f + «,. vf (Ä = 1, 2, 3) 

ist; darin bedeutet (or^) irgendeine Transformation der Gruppe 6, 
und es ist 

(11) |«*J + (t,i-l,2,3). 

1) Wallenberg, 2., S. 68 ß. 2) Vgl. 6. Kap., I. 

Wallenberg: Lineare Dlfferenzengleichungen. 10 
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Man kann daher setzen: 

(^^) "1(1)" ^ -,(2) ^ ^*' ^ "" ^ "" ^* " 

^X X X X 

Aus (10) und (12) folgt: 

Sind die a^, wirkliche Konstanten^ so muß diese Gleichung eine Identität 
sein^ da sich sonst rj^ daraus als Eonstante ergäbe gegen die Voraus- 
setzung, daß v^^\ v^\ v^^ ein Fundamentalsystem von P(v^ = 
bilden. Es kann auch wegen (11) nicht cc^^^ca^^, (^ + ^? ^^'l;^, 3) 
sein-, daher muß sich in (13) links und rechts ein linearer Faktor in 
7]^ fortheben, d. h. es muß- sein: 

Vz = y _|:^^^ («; ß, yy * Konstanten). 
Folglich ist: 

wenn (ly^, ^i^^x^ Vx+if Vx+9) ^*^ ^^^ ^^^ linken Seite von (7) stehende 
anharmonische Doppelverhältnis der vier Größen rj^^ Vx+n Vx+29 Vx+z 
bedeutet. Dieses Doppelverhältnis ist aber eine rationale Funktion 

der Lösungen v^ , v^^\ v^ und ihrer sukzessiven Werte, muß also, 

da diese bei allen Transformationen der Rationalitätsgruppe von 
P(y^ = ungeändert bleibt, eine rationale Funktion von x sein: 

(7) {rixj Vx^ij Vx+2> Vx+z) == 5x+i ; 

daher ist rj^ nach obigem (1. und 2. Vorbemerkung) der Quotient 
zweier Fundamentalintegrale yj , j/^ der homogenen linearen DiflFe- 
renzengleichung zweiter Ordnung: 

(6) yx+2~yx+i + ^x.Vx = 0- 

Aus 

^(2) ^(S) (2) 

X X i'X 

\a) ^ ~(2)" = ^* == "„(ly 

X X Jx 

folgt nun: 

(1) (1)» (2) (1) (2) (8) (2)» 

^-^xVxy % -QxVxVxy ^-QxVx'^ 

die Differenzengleichung P{v^ = geht daher aus Q{u^ = (Gl. (9)) 
durch die Transformation v^ = q^u^ hervor; wegen der Rationalität 

der Koeffizienten von P(t?^) = und Q{u^ = muß also eine 

^x 

rationale Funktion von x sein. Setzt man andererseits in Gleichung (6) 
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^x ^ YOxVxf ^^ erhält man diejenige homogene lineare Differenzen- 
gleichnng zweiter Ordnung, von welcher die Produkte je zweier 
Lösungen der vorgelegten Gleichung P{Vg^) = genügen; ihre Koeffi- 
zienten sind in der Tat nach Division durch den Faktor von jer^^j 
Quadratwv/rjgdn rationaler Funktionen von x.^) 

Sind dagegen die ccj^, nicht wirkliche Eonstanten, sondern perio- 
dische Funktionen von der Periode 1, so hraucht die GleichuQg (13) 
keine Identität zu sein; es ergibt sich dann rj^ aus (13) als Wurzel 
einer Gleichung vierten Grades^ also als periodische Funktion, deren 
Periode höchstens gleich 4 ist.^ — Ist erstens t]^ eine periodische 
Funktion von der Periode 4, so ist auch lyj eine solche (deren Periode 
sich eventuell auf 2 reduzieren kann); die Differenzengleichung 

besitzt die drei Fundamentallösungen v^^\ t?j ?;^ und v!^ r]^, hat also 
mit der Differenzengleichung 



t? 



(1) 

x + A 






X 



deren allgemeine Lösung die Form (o^v^^^ hat, wo ©^ eine beliebige 
periodische Funktion von der Periode 4 ist, ihre sämtlichen Lösungen 



V 



(1) 

jr + 4 



gemeinsam; daher ist, wenn — ,. = s^ gesetzt wird, symbolisch: 



X 



V 



(1).. 1 .^(2).. I ^(8), 



x + 4, 



S^^x={^x^l-f'x^x){^'x + S+Px^e + i+Px^x^l+Px 'f^x)' 



Durch Vergleichung der Koeffizienten folgt: 

Px+i '^x ^9 rr+1 '^xPx ^> ^x + 1 ^xPx ^f 



also: 



(2) (1) (1) (8) (1) (1) (1) 

Px -Px Px-i^ Px -Px Px-lPx-.2 



Die Gleichung P{v^) = geht daher durch die Transformation 
Vj^= j I pI_2 ' **x ^^^^ ^^ ^^® Gleichung: 

^x + Z+ ^x + 2+ %^l + % = ^ 

1) Man berückßichtige, daß — = "'^ . _f 1- igt. 

Qx ^x + l ^x 

2) Ist.öj. Wurzel einer Gleichung n*«° GradeB, deren Koeffizienten periodische 
Funktionen von der Periode 1 sind, so sind auch ö^^ + i, «^ + 2» • • •» oJj.^^ Wurzeln 
dieser Gleichung; also muß Ox + it *== ^« + j (^"^w, i<«) sein; d. h. ©j. besitzt 
höchstens die Periode n. 

10* 
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mit den Fondamentallösungeii») 

zwischen denen die Relation 

(8)» ^ (1) (8) i^ 

besteht; ihr genügen die Produkte je zweier Lösungen der homogenen 
linearen Differenzengleichung zweiter Ordnung: 



w. 



,^,-«y2M.-,^i-«;.=-0»), 



also der Gleichung P(v^ « die Produkte je zweier Lösungen der 
Gleichung: 

Ist zweitens r]^ eine periodische Funktion von der Periode 3, so 
ist es auch ly^; die drei Fundamentallösungen v^^ "^x Vx^ ^'i v^r ^^^ 
Gleichung .P(rJ == genügen daher sämtlich der Gleichung: 

X 

d.h. es muß i^^^^ =i>j*^ = 0, i>^^^ = -^J- sein. Die Gleichung 

X 

P(vJ ==' lautet also in diesem Falle : 



2;r* fti 

X 



obwohl zwischen ihren Lösungen v^\ ^i*^=^^^^ö * \ ^'i^^=^x ^ * 

die Relation v^*^ — v^ t;^' = besteht, genügen ihr im allgemeinen 

nicht die Produkte je zweier Lösungen einer homogenen linearen 
Differenzengleichung zweiter Ordnung, deren Koeffizienten Quadrat- 
wurzeln rationaler Funktionen sind; die Gleichung ist aber in diesem. 



1) Vgl. 7. Kap,, I. 

2) Vgl. S. 150, Gl. (16) für c= — 1. 

8) Dies ergibt sich auch daraus, daß hier aus (7) g^= l folgt, sodaß die 
Gleichung (9), aus welcher P(t') = durch die Transfonnation t?, = Qx^x 1*^''" 

vorgeht, lautet: ^(m^) ^ u^^3 — te^ = O; daher braucht hier nicht , sondern 

Pj + s . . . . ^' 

nur eine rationale Funktion von x zu sein. 



P 



X 
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Falle Jceine eigentliche Differenzengleichung dritter Ordnung^), sondern 
erster Ordnung mit der Differenz 3. 

Ist endlich drittens i^^ eine periodische Funktion von der Periode 2, 

also auch rj^ (und zwar darf i^^ sich nicht auf eine ^^Konstante'' redu- 
zieren^ da t?j^^ und v^^^v^^^rj^ Fundamentallösungen sind), so be- 
steht zwischen den drei Lösungen 1, i;^, ^J der Differenzengleichung 
zweiter Ordnung yx+i — Vx^^ ®^°® homogene lineare Relation mit 
^^konstanten'^ Koeffizienten, also auch zwischen vl^\ ^i*^=^i^Sj.> 

y^ — v^^^i]^, gegen die Voraussetzung, daß v^^\ v^\ v^^ Fundamental- 
lösungen von P(v^) = sind. Aus demselben Grunde darf sich auch 
nicht r]^ selber auf eine ^yKonstante'^, d. h. auf eine periodische Funk- 
tion von der Periode 1 reduzieren; es muß dann also Gleichung (13) 
eine Identität sein, und es gelten die oben daraus gezogenen Schlüsse^ 
wobei nur a, ß, y^ d jetzt nicht wirkliche Eonstanten, sondern perio- 
dische Funktionen von der Periode 1 bedeuten. 

Ein Beispiel bietet diejenige homogene lineare Differenzengleichung 
dritter Ordnung mit rationalen Koeffizienten 

(14) y,+3 + PxVx^i + Qxyz+i+ ^zVx = 0; 

welche ihrer Adjungierten „ähnlich"*) ist, d. h. durch die Trans- 
formation j/j. = Q^z^ in die Adjungierte^) 

übergeht.^) Durch Vergleichung der Koeffizienten ergibt sich 

9x--<^Px^iPx> rx=-<^^Px-2Px^iPxy Qx = nc^Px-%Px (c Konstante); 

die Gleichung (14) geht daher durch die Transformation y^^IIPx-^'^x 
über in die Differenzengleichung mit konstanten Koeffizienten 

Die charakteristische Gleichung^) 

besitzt die Wurzeln 

Die Lösungen von (15) lauten daher: 

(1) X (2) X (3) .r 

X l f X 2 ' X 3' 



1) Vgl. i. Kap., I. 2) 4. Kap., lU. 3) 5. Kap., IV, Gl. (6). 

4) Wallenberg, 2., S. 61 ff. ö) 7. Kap., I. 
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zwischen denselben besteht die Relation 

(«)> (1) (8) ^ 

X XX 

Folglich genügen nach dem oben bewiesenen Satze der Gleichung (15) 
die Produkte je zweier Lösungen der Differenzengleichung zweiter 
Ordnung 

(16) «''a^ + S - V"^- 1^* + 1 + ^«^x = 

mit den Fundamentallösungen rj^^ = y« *, vj'^ = ^^l^ also der Glei- 
chung (14) die Produkte je zweier Lösungen der Differenzeugleichung 
zweiter Ordnung 



tt' 



* + i 



l/c- 1 yi>x_i «^'x+i + ^)6>,-ii^x-i ^x = 0. 



Die charakteristische Gleichung hat gleiche Wurzeln^ wenn 

1 H- 2c -- 3c« ~ (1 - c) (1 + 3c) = 0, 

also c == 1 oder c = — \ ist; ist c = — ^, so ist a^ = ofj = o^j = — \\ 
die Gleichung (15) hat in diesem Falle die Lösungen^) 

«»'=(-;)■, .;■'=(-;)''■ «i»-(-;p, 

zwischen denen die Relation w^'^^ — w^^^ m j^^ = besteht. Ist dagegen 

c = 1 , so ist «1 = Äg = — 1 , a^ = \\ zwischen den Lösungen der 
Gleichung (15)^ die hier die Gestalt 

annimmt, besteht in diesem Falle l^ine Relation der obigen Form, 
sondern nur, falls man w^^^=«c''", xi'^^^e^^'x, uf^^c""" wählt, die 

nidd homogene Relation m^^^" — ti_^^^= 0, sodaß in diesem Ausnahme- 
falle der obige Satz nicht anwendbar ist. 

B. Ein BedoktibiUtätssatz. «) 

Es sei 

(A) p(yj -i>ry,,„+p:^.,._,+ • • • +i>r^.,.+prv,-o 

eine homogene lineare Differenzengleichung w*®' Ordnung, xmd es werde 
ein bestimmter Rationalitätsbereich') zugrunde gelegt, dem zunächst 
auch sämtliche „Konstanten*^ (periodische Funktionen von der Periode 1, 
die sich eventuell auf wirkliche Konstanten reduzieren können) an- 



1) Vgl. 7. Kap,, I. 2) Wallenherg, 4. 

8) Vgl. 5. Kap,, I. 
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gehören mögen. Zwischen zwei linear unabhängigen Partikularlösungen 
y^"^ und rj^^^ bestehe die Beziehung: 

(1) 'jr* = ^iV+^iV!.+--- + ^iV,, 

worin .Ä^\ A^^\ . . ., -4^*'^ ebenso wie die Koeffizienten von l^{y^ dem 
ßationalitätsbereiche angehörige Funktionen von x sind und mit Rück- 
sicht auf (A) v^n — 1 vorausgesetzt werden kann.^) 

Wir wählen ein bestimmtes Fundamentalsystem von Lösungen 

der Gleichung (A): u^^\ u^\ . . ., u*^] durch diese lassen sich yj^^ 
und 1^^^^ linear mit ,,konstanten^ Koeffizienten ausdrücken: 

und die Relation (1) nimmt die Form an: 

worin R eine lineare Funktion ihrer Argumente bedeutet , deren Ko- 
effizienten dem Bereiche angehören. Nun gehört*) zu (A) in bezug auf 
den zugrunde gelegten Rationalitätsbereich und das gewählte Funda- 
mentalsystem eine Untergruppe G der allgemeinen linearen Gruppe in 
n Veränderlichen, die sogenannte Rationalitätsgruppe, für deren sämt- 
liche Substitutionen die Funktion R den Wert Null erhält. Durch die 

n 

Substitution S,, welche u^J^ durch ^^«/'^wj*^ (* — 1, 2, ..., w) ersetzt, 

möge y^^^ in y^, r^^^^ in t;^'^ übergehen. Die Zahl der linear un- 
abhängigen Lösungen y^\ welche durch die sämtlichen Substitutionen 

der Gruppe G erzeugt werden, kann nicht größer als n sein; ist sie 
kleiner als n, so ist die Gleichung (A) reduktibel, d. h. sie hat min- 
destens eine Lösung mit einer homogenen linearen Differenzengleichung 
niedrigerer als n"^' Ordnung, deren Koeffizienten dem Bereiche an- 
gehören, gemeinsam.') Um die Differenzengleichung niedrigerer als 

w**' Ordnung zu erhalten, der y^^^ in diesem Falle genügt, schreiben 



1) Ist rij^^ =^ cy^^ (c eine „Konstante"), und verschwinden nicht alle A^^ 
(k s= 1, 2, . . ., v) identisch, so ist y^^^ eine Lösung der Differenzengleichung 

also die Gleichung (A) ebenfalls rednktibel, falls wirklich bereits v<^n. 

2) 6. Kap., I. 3) 6. Kap., U, A. 



ri^'i , = ^('«Vf + Ä^'^^y^'L + ■■■+ ^<*»-'y<" 

*x+l X ''x ' X ^x + 1 ' ' X "jT+n — 
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wir die Relation (1) mit den n ersten sukzessiven Werten von x hin 
und drücken yj!^„, ^i+n+i? • • • ^i^^els der gegebenen Gleichung (A) 
durch yf\ y^^l^j • . ., yi+„_i aus. Die so erhaltenen Gleichungen 

vT = ^r ^r' + ^i^i'i. + • • • + 4"-^i'^,-. •), 

werden addiert^ nachdem sie der Reihe nach mit p^^\ p^'^~^\ ..., 2^^^^ 
multipliziert worden sind; dann ergibt sich, da r/^^ ebenfalls eine 
Lösung von (A) ist, für y^^^ die DiflFerenzengleichung (» — 1)*®' Ordnung: 

(2) R(yJ = »-r y,,,_, + ri^,^„_, + • ■ • + r^^y^ - 0, 

deren Koeffizienten im allgemeinen nicht sämtlich identisch ver- 
schwinden werden. 

Es sei jetzt die Zahl der linear unabhängigen Funktionen y^^^ 
gleich n *), und zwar seien y!^^\ y^\ . . ., y^^^ n solcher Lösungen und 
% \ rj^\ . . ., fj^ die ihnen infolge der Relation (1) entsprechenden 
Lösungen rj^] dann besteht also das System von Gleichungen: 

(1*) ,f = ^f yf + ^i'Vi*;. + • • ■ + 4"-'Vi*i»_.. •) 

(Ä = 1, 2, . . ., n) 

Sind die rj^ nicht linear unabhängig von einander, besteht also 
zwischen ihnen eine Relation mit „konstanten^ Koeffizienten: 

SO erhält man, wenn 

^.Vx' + ^^Vx' + • " + <^nyx' - ^x 



1) Ist in der Relation (1) v<n— 1, so ist ^(j+D^ j^(v+2)_ . . . _ ^{n-i) ^ ^ 
zu setzen. 

2) In diesem Falle genügt yj^^ selbst keiner homogenen linearen Differenzen- 
gleichung niedrigerer als n^*' Ordnung, sodaß in Gleichung (2) sämtliche Koeffi- 
zienten r^\ r^^\ . . ., r^~^^ identisch verschwinden und daher auf diesem Wege 
die Reduktibilität der Gleichung (A) nicht erschlossen werden kann. 

3) Die folgenden Schlüsse gelten für jedes System (1*), auch ohne daß die 
Lösungen y^\ . . ., y^^ aus y^^ durch Anwendung der Rationalitätsgruppe her- 
vorgehen. 
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gesetzt wird, aus (1*) durch Multiplikation mit c^ und Sumraation 
ober Ä von 1 bis n: 

XX* X jr+l ' ' X *+« — 1' 

die Gleichung (A) ist also reduktibel, da m^ eine Lösung von P(yj=0 ist. 

Sind aber die Funktionen lyj , iy^ , . . ., tf^^ linear unabhängig, 

so besteht, da die Lösungen t/j^\ y^^\ . . ., y]"^ nach Voraussetzung ein 

Fundamentalsystem bilden, ein System linearer Gleichungen mit „kon- 
stanten^^ Koeffizienten: 

(fc=l, 2, ..., m) 

also: 

(Ä = 1, 2, . . ., n) 
Wir bestimmen nun o als Wurzel der Gleichung: 



a, — CO r/. . . . a, 

a^ a« — Gj . . . a« 



«1 Ät «« 



-0, 



welche wir „die zur Relation (1) gehörige Grundgleichung" nennen 
wollen, und machen die Voraussetzung, daß die Wurzeln dieser Glei- 
chung vC^^ Grades in o, deren Koeffizienten „Konstanten", d. h. im 
allgemeinsten Falle periodische Funktionen von der Periode 1 sein 
werden, selber „konstant" sind.^) Dann kann man w „konstante" 
Größen Cj, Cg, . . ., c„ so wählen, daß die Relation 

besteht; die Größen c^ genügen dem Gleichungssystem: 



Setzt man daher 



so wird 



\iy X ' ' n^ X x' 

1 »x ' ' /i 'j? a^" ' 



1) Im allgemeinen sind diese Wurzeln nämlich periodische Funktionen von 
der Periode n (vgl. S. 147, Anm. 2). — übrigens genügt es schon, wenn eine 
Wurzel „konstant" ist. Diese Voraussetzung ist, wie später an einem Beispiel 
gezeigt wird, wesentlich; sie bildet einen charakteristischen Unterschied zwischen 
den linearen Differenzen- und Differentialgleichungen. 
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und man erhält aus (1*^) durch Multiplikation mit c^ und Summation 
über k von 1 bis n: 

(3) cDti = A^^^u + Ä^'^u ,,+ ••• + Ä^^'-'^u , ,, 

^ ^ X X X * X x-i-1 ' ' X jr+Ji-l" 

also eine lineare Differenzengleichung höchstens (n — l)**' Ordnung, 
deren Koeffizienten dem Rationalitätsbereiche angehören und mit der 
die Gleichung P(j/J = eine Lösung gemeinsam hat.^) Der vorher- 
gehende Fall, daß die r^^ nicht linear unabhängig sind, tritt in den 
soeben betrachteten ein, wenn die Gleichung A » eine Wurzel 
CD = hat. — Damit ist unter den gemachten Voratissetzungen die 
BeduJctibüität von Piy^) =» in allen Fällen erwiesen. 

Die auf transzendentem Wege gefundene Gleichung für co kann 
man durch rationale Prozesse herstellen, indem man die Bedingung 
für eine gemeinsame von Null verschiedene Lösung 

«X - c, yi'* + • • • + c, y;^"' (yi*'+o, * = 1, 2, . . ., n) 
von F{y^ — und 

aufsucht: Es ist 

f(c.y':' + • • • + c^yt') = cj{yT) + • • • + cj{y^) = 0, 

folglich, wenn /^*^(j/a.+i) aus /"(yj dadurch hervorgeht, daß überall 
rr + Ä an Stelle von x geschrieben wird: 

Nun ist unter Berücksichtigung von P(y,) = 0: 



f'iy.,.) - -»r-V. + B'^^'y^^, + . . • + Bi*"-V.,, - 



1' 



worin die B^ dem Rationalitätsbereiche angehörige Funktionen von x 
sind, und zwar insbesondere: 

1) Ist in (1) i> « 0, 80 muß, da weder «j. = ^ ^^^ch Ä^"^ = o („Konstante^*) 
ist, y^^ selbst einer Differenzengleichung niedrigerer als n^**' Ordnung genügen, 
die man erhält, indem man y}^ «» A^^ y^ in die gegebene Gleichung (A) einsetzt 
und y^^f^ mittels (A) reduziert. Ihre Koeffizienten verschwinden in der Tat nicht 

sämtlich, falls P(i/x)'^^-> ^i^ '^^^ stillschweigend annehmen, eine eigentliche 
Differenzengleichung n^*' Ordnung ist, d. h. eine solche, für welche die Indizes k 
der nicht verschwindenden Koeffizienten p^*^ den größten gemeinsamen Teiler 1 
besitzen. 
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die Größe o kommt nur in 5^**^ in der Form M:^ — o vor. Nach 
einem bekannten Determinantensatze wird daher: 



(4) 



f'''{yt.)h\S: 



(*i) 



•!ei- 



/A:, J-sO, 1, ..., n — 1\ 
\ t = l,2, ...,n / 



Da y^j^ t +0 ist, widrigenfalls die y^ nicht linear unabhängig waren*), 

80 muB 

(5) B<*" -0 



sein. Diese Gleichung ist in cd vom n**"" Grade; der Koeffizient von 
fQn jg^ ^__i)i». damit ihre Wurzeln, die unter den gemachten Voraus- 
setzungen mit denen von A » übereinstimmen müssen, „konstant^^ 
werden, ist notwendig, daß die Koeffizienten der übrigen Potenzen 
von (o in i^*'^ ebenfalls „Konstanten^' sind.*) — Die Gleichung (5) 
ist aber, falls ihre Wurzeln selber „konstant" sind, auch die hin- 
reichende Bedingung für die Existenz gemeinsamer Lösungen von 
/■(yj = und P(y,) = ; denn aus (5) folgt nach (4) : 

und daraus nach dem Satze von Casorati^): 

= ^j(yi') + cj(yt") + ■■■+ cAi:) - fM' + ■ ■ ■+cy:) , 

worin die c^ „Konstanten" sind, die nicht sämtlich verschwinden. Es 
existiert also eine Lösung u^ « c^ \/^^ + • • * + ^„ y^"\ welche die vor- 
gelegte Gleichung P(yJ ^ mit /"(yj =« gemeinsam hat. 

Sind die — als „konstant" vorausgesetzten — Wurzeln (Oj, Oj, ..., o^ 
alle voneinander verschieden, so erhält man n Gleichungen 

mit denen P(yJ =» Lösungen gemeinsam hat. Ist ferner y^^ eine 
von NuU verschiedene Lösung, welche die h^ der Gleichungen (6) mit 
P(yj«0 gemeinsam hat, so sind y^^\ y^\ ..., y^"^ voneinander linear 
unabhängig. Denn bestände zwischen ihnen die Beziehung 



(1) 



(2) 



(«) 



c,y:'+c,y':'^... + c^y^:' = 0, 



1) Satz von Casorati, 2, Kap,, I, A. 

2) Sind die Koeffizienten der Gleichung (A) Bowie der Relation (1) ins- 
besondere rationale Funktionen von x^ so sind die Koeffizienten der Gleichung (6) 
alsdann wirkliche Konstanten, also auch ihre Wurzeln eo ipso konstant. 

8) 1. c. 
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so erhielte man aus 

durch Multiplikation mit Cj. und Summation über Je von 1 bis n: 

und yermöge dieser Gleichung durch Multiplikation der vorigen mit 
Cj^cDf^ und Summation: 

2 (1) , , 2 («) n 

1 1 *'j; ' ' n n *^x ' 

allgemein: 

und da wegen der Verschiedenheit der Wurzeln Wi, co^, . . ., o,, die 

Determinante (ol , (i ~ / J '"' ~ i nicht verschwindet, so muß 

^1 *=* ^2 =^ • • = c„ = sein. Daraus folgt, daß Piy^) = mit keiner 
der Gleichungen (6) mehr als eine Lösung gemeinsam haben kann^), 
da zwischen n + 1 Lösungen von P(y^) = jedenfalls eine lineare 
Relation mit ^^konstanten^^ Koeffizienten bestehen muß, die nicht sämt- 
lich verschwinden. Haben aber zwei homogene lineare Differenzen- 
gleichungen nur eine Lösung gemeinsam, so kann man diese nach 
dem Kettenbruch verfahren ^) durch bloße „Quadratur'' (d. h. durch 
Auflösung einer linearen homogenen Differenzengleichung erster Ord- 
nung, deren Koeffizienten dem Bereiche angehören^)) erhalten. Die 
Gleichungen 

(^ = 0, 1, . . ., n — 1) 

können dazu dienen ^^ die jeder Wurzel o der Gleichung (5) ent- 
sprechende Lösung zu ermitteln. Denn da für eine einfache Wurzel o) 

die Unterdeterminanten (w — 1)**" Grades von ' B^^^^ { nicht alle gleich- 
zeitig verschwinden können, so sind n— 1 der Gleichungen (7) von 
einander unabhängig, und man erhält durch ihre Auflösung insbeson- 
dere den Quotienten Vx^i'-Vx gleich einer Funktion von Xj welche 
dem Rationalitätsbereiche angehört. Den Fall, daß die Gleichung A « 
eine mehrfache Wurzel o besitzt, behandeln wir nur in dem folgenden 
Beispiel und verweisen im übrigen auf die Abhandlung von Wdllenr 
berg (4.)- 

1) Dabei gelten Lögnngen, die sich nur durch eine multiplikative „Kon- 
stante" unterscheiden, als nicht verschieden. 

2) Vgl. 2. Kap., IV. 

3) Vgl. 1 Kap, U, A. 
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Als Beispiel bebandela wir eine DiffereDzengleichung zweiter 
Ordnung 

(B) ^(y,) ^ y.^t+p^y.^i + a.y. =- o. fe+o) 

Zwischen zwei Lösungen r^^ und ^^ derselben bestehe die Relation 

worin Ä^ und JEf^ ebenso wie p^ und q^ dem Rationalitätsbereiche an- 
gehören und nicht gleichzeitig jB,= 0, -4^=„Konst." ist. Mit Rück- 
sicht auf (B) ergibt sich aus (8): 

also: 

W Sx + 2 +l>xfx + l + a.ix = ^x^x+ Mx + l = 0, 

worin: 

^ ^x(^+2--i>x+l^x + 2) -i>x^x^x+l + fc^. 

^x= -/>x(^x + 2~i>x + l^x + 2) - Qx^X^x^t+ Px^^x^l-Px^x^l) + ffx^x 

ist. Aus (9) folgt^ daß Gleichung (B) reduktibel ist, wenn nicht 
gleichzeitig r, und s^. verschwinden. Aus r^ = ergibt sich, da g'j. + O: 

^x + 2/>x + l— -Bx+iPx^^x + 2-^x; 
also: 

/im ^x + '*x+i + ^i 

(10) p^ ; 

und aus 5^ = mit Rücksicht auf (10): 

X 4- 1 "^ X "l ^1 1 r 4- 1 ~~" r / 
-"x+l 

also: 

.... -4j+^l^x+<?2 

(11) (/x= \B i? ^ 

darin sind q und c^ willkürliche „Konstanten", d. h. periodische Funk- 
tionen von der Periode 1. Nun ist: 

QKy.) = QQ{y.) = ^*.Vx+ -Bx(^ix+^+i)yx+t + -BxBx+i?/x+», 

also: 

-°x-°x+l 

Sind die Wurzeln (o^ und Og der Gleichung 

03*+ (\oi + r, = 0, 
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welche im allgemeinen periodische Funktionen von der Periode 2 sind^ 
„Konstanten" (periodische Funktionen von der Periode 1\ so wird: 

d. h. P{y^) ist reduktibel; sind insbesondere p^ und q^ sowie -4^ und 
B^ rationale Funktionen von x, so sind c, und c^ wirkliche Konstanten^ 
also auch o^ und co^ konstant und daher P(y^) sicher reduktibel. 

Überzeugen wir uns noch; daß die Koeffizienten der Gleichung 
jB^*'^ = ^.konstant'^ werden, wenn man für p^ und q^ ihre Werte 
aus den Gleichungen (10) und (11) einsetzt: Wir bilden unter Be- 
rücksichtigung von (B) die Gleichungen 

Ihre Determinante ist 

^ Ä^-m B^ 

oder 

D^m^-{Ä^ + Ä^^^-p^B^^^)(o + A^Ä^^^-p^Ä^B^^^ + q^B^B^^^ 

Mit Rücksicht auf (10) und (11) wird in der Tat: 

^x+ A^+1^' Px^x+1 ** "" ^1> 
^:r-4^+l-Px4;r^x + l + Qx^x^x^l = ^2 " 

Sind nun die Wurzeln a^ und coj der Gleichung D = o* + Cj ra + Cg = 
selber „konstant^', so ist die Gleichung (B), wenn für p^ und q^^ die 
Ausdrücke (10) bzw. (11) gesetzt werden, für beliebige A^ und B^ 
reduktibel; sie hat nämlich mit den Gleichungen 

Pi(yx) = (^-öji)y,+ -B^2/x+i = 
und 

Piiyx) = (A^-^iJVx + J^xVx^i = 

je eine Lösung gemeinsam, falls cog von g)^ verschieden ist.^) 
Ihre Lösungen sind: 

Setzt man 

(1) I (2) (1 I (2) c, 

1) Da P,P, = P^P,, 80 ist direkt P(3,J = — 1 P.P.W ^ Über- 
einstimmung mit dem oben gefundenen Besultat. -'' ' '*' ' 
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worin cc^ und a^ willkürliche ^^Konstanten^' sind^ so besteht zwischen 
rj^ und f^. die Relation (8): 

und man erkennt, daß rj^ selber für allgemeine Ä^ und B^ keiner Diffe- 
renzengleichung erster Ordnung genügt. 

Ist ©i = ©2 = c(= — y)? ^^ ^^^ ^^® Gleichung (B) eine Lösung 
wj^^ mit der Gleichung 

und eine zweite Lösung u^*' mit der Gleichung 
gemeinsam.^) Die Lösungen von (B) sind hier*): 

Setzt man 

so erfüllen rj^^ und g^ die Relation (8). 

Endlich zeigen wir noch an einem möglichst einfachen Beispiele, 
daß, wenn die Wurzeln oij und cjj keine „Konstanten^ sondern perio- 
dische Funktionen von der Periode 2 sind, die Gleichung (B) irreduk- 
tibel sein kann, selbst wenn man diese Wurzeln dem Bereiche ad- 
jungiert.*) Zu diesem Zwecke wählen wir ^^=«0, JB^=1, dann 
lautet die Gleichung (B): 

•?(2/x) = yx+8 + ^ij/x+i + ^2yx = 0, 

wo c^ und Cj „Konstanten'^ sind; und es sollen die Wurzeln Oj und co^ 
der Gleichung 

(D*+ q© + Cj = 

periodische Funktionen von der Periode 2 sein.*) Ist rj^ eine beliebige 
Lösung von P{yj^ =« 0, so ist auch rij._^^ eine Lösung, sodaß die Re- 



1) Auch hier ist direkt ^W = ^-^- PiPiiy^)- ;ß-^- Pi'iyxh in 

der Tat sind, wenn t*^^ eine Lösung von Pi(y^) = ist, die Lösungen von 
PjPi(y^)«0: u^^^ und tt^*\ wo u^*^ eine Lösung von Pi(yx)=^'^z^ bedeutet. 

2) Vgl. 5. Kap,, V. 

3) Vgl. die Schlußbemerkung dieses Abschnittes. 

4) W&hlt man z. B. Cj = — 2, <?, = 1 — e*"*', so ist a^^^l + e''^' , 
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lation (8) in der Tat die Form annimmt: tx = Vx+i' ^i® Lösungen 
5^ und rjj^ sind linear unabhängig; denn wäre t^^^Vx (^ „Konstante'^, 
so wäre rj^ eine Lösung der Differenzengleichung erster Ordnung 
i;_p^i-- ciy^ == 0, also die Gleichung P(yJ = reduktibel, was, wie 
unten gezeigt wird, nicht der Fall ist. Als Bationalitätsbereich kann 
der sämtlicher ^^Konstanten^' gewählt werden, und wir zeigen zunächst^ 
daß in diesem Bereiche die Gleichung P(y^) = irreduktibel ist. An- 
genommen, es sei: 

worin ß eine „Konstante" so wäre a + /3 = — c^, aß=^c^, d. h. a und ß 
Wurzeln der Gleichung a)*+ qcö + Cj =« 0, also nach Voraussetzung 
keine „Konstanten^^^ was unserer Annahme bezüglich ß widerspricht. 
Aber selbst unter Adjunktion der Wurzeln ca^ und a^, also periodischer 
Funktionen von der Periode 2, ist die Gleichung P(y,) =« irreduk- 
tibel; es sei nämlich: 

y*+2 + ^i^x+i + ^2 - (yx+1 ~axyJ(yx+i~/'x!/x); 

worin jetzt /S^ eine periodische Funktion von der Periode 2 ist; so 

müßte a^+ß^^, c^, ccj^^c^, also -c^ßx- ßxßx^i^ c^j ^-^j 

da /5,/S^^i eine „Konstante" ist, ß^ selber eine „Konstante'^ sein, was 
unserer Annahme widerspricht; also auch in diesem erweiterten Be- 
reiche ist die Gleichung P{y^ = irreduktibel. 

Wir haben folgenden Satz bewiesen: 

Wenn emschen zwei Fundamentallösungen lyj*^ und yj^^ einer homo- 
genen linearen Differenzengleichung (A) die Belation (1) bestellt y d. h. 
die eine Lösung ein homogener linearer Differenzenau^sdruch der anderen 
mit Koeffizienten aus dem Bereiche ist, so ist die Gleichung (A) reduk- 
tibd, es sei denn^ daß keine Wurzel der etiva^) zur Relation (1) ge- 
hörigen Grundgleichung A = „Jconstanf' ist. *) 

Die von Landau (Archiv der Math. u. Phys. (3) 10, 45 — 50) in 
bezug auf Differentialgleichungen gemachte Bemerkung gilt auch hier: 
Für die Gültigkeit des oben bewiesenen Satzes ist die Zugehörigkeit 
sämtlicher „Konstanten" zum Bereiche nicht erforderlich; doch gilt der 
Satz nicht für jeden Rationalitätsbereich, dem nicht alle „Konstanten'^ 
angehören; so gilt er z. B. nicht für den Bereich der reellen Zahlen, 

1) Wenn nämlich überhaupt keine zur Relation (1) gehörige Grandgleichung 
A := zustande kommt, so ist die Gleichung (A) sicher reduktibel (vgl. S. 151 ff.); 
in diesen Falle werden die Koeffizienten der Gleichung (5) keine f^Eonstanten^^ 
sein und die Koeffizienten der Differenzengleichung (2) nicht sämtlich ver- 
schwinden. I 

2) Diese Beschränkung fällt für den Rationalitätsbereich der rationalen 
Funktionen von selber fort (vgl. die Anmerkung 2) S. 155 sowie S. 158). 
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wie das einfache Beispiel ^aj+j + y, = lehrt: zwischen den Lösungen 
y^*^=- sin-^-a: und y^*^= cos-g-^ besteht die Beziehung y^ = t/xli ™^* 

Koeffizienten aus dem Bereiche, und doch lautet die einzige Zerlegung 
dieser Differenzengleichung in solche erster Ordnung mit konstanten 
Koeffizienten: (y^^i ± ^yJCy^r+i "F ^Vx) = ^y worin die Koeffizienten ± i 
dem Bereiche der reellen Zahlen nicht angehören. Dagegen gilt der 
Satz, wie aus seinem Beweise a fortiori hervorgeht, stets, sobald die 
— als „konstant" vorausgesetzten — Wurzeln der „Grundgleichung", 
deren Koeffizienten nach obigem (S. 154ff.) dem Rationalitätsbereiche 
angehören, dem Bereiche adjungiert werden. 

C. Vertausohbarkeit homogener linearer Differensenausdrüoke. ^) 

Eine Anwendung findet der vorhergehende Reduktibilitätssatz bei 
der Untersuchung über die Vertausohbarkeit homogener linearer Diffe- 
renzenausdrücke. 

Sind P(yg^)^P und ^(yj= Q zwei homogene lineare Differenzen- 
ausdrücke: 

(1) ^W = pfy,+™+i'f !/,,„_,+ • • • +p':'y.> 

(2) <2(y.) - g!.\^„ + «f y.,„_. + • • • + q'J'y., 

80 bedeutet das symbolische Produkt PQ, daß in P{y^ an Stelle 
von y^ der Ausdruck Q(y^) gesetzt werden soll (vgl. 3. Kap., V). Für 
die Zusammensetzung linearer Differenzenausdrücke gilt zwar das 
assoziative, aber im allgemeinen nicht das kommutative Gesetz; viel- 
mehr müssen die Koeffizienten von P und Q gewisse Bedingungen 
erfüllen, damit dies der Fall sei. Diese Bedingungen sollen im 
folgenden für Differenzenausdrücke erster und zweiter Ordnung auf- 
gestellt werden sowie für solche »**' Ordnung mit rationalen Koeffi- 
zienten unter der Voraussetzung, daß einer der beiden Differenzen- 
ausdrücke irreduktibel, d. h. nicht in lineare Differenzenausdrücke 
niedrigerer Ordnung zerlegbar ist, deren Koeffizienten demselben 
Rationalitätsbereiche angehören. 

!• Vertausohbarkeit zweier Differenzenausdrücke 

erster Ordnung: 



1) WaUenberg, 5. 

Wallenberg: Lineare Differenzengleichungen. 11 
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Aus Pö- QP folgt: 

^(0) „(0) 

m _^^+i«:?f+^ also a^^'^^cD^^^' 

also mit Berücksichtigung von (1): 



d. h. 






Cq und c^ sind ^^Eonstanten'^^ d. h. periodische Funktionen yon der 
Periode 1; folglich: 

2« Ein Differenzenausdruck zweiter Ordnung und einer' 

erster Ordnung: 

Aus PQ^ QP folgt zunächst: 

a(0) (0) 

^+1«^^«, also g^'^«c,i,(%<^i,. 

"x J^x 

Ferner ist: 
also 

und wegen PQ = ^P auch PS = /SP, und daher nach 1.: 

S^qPi+c,P^; 
folglich : 

Q = CoP«+qP^+c,P«.») 

Durch eine ganz analoge Schlußweise findet man für einen 
linearen Differenzenausdruck n^' Ordnung Q, der mit einem solchen 
erster Ordnung P vertauschbar ist: 

(2 = CoP'»+CoP»-^ + -.. + c,Po. 

1) An Stelle der Differenz 1 kann die beliebige Differenz "h treten; die ,,Eon- 
stanien" sind dann periodische Funktionen von der Periode ^. 

2) let a^®^ = 0, 80 muß (wegen PS — SP) 5^^^ = c sein; es ist dann eben 
Cj = 0. 
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3. Zwei Differenzenausdrücke zweiter Ordnung: 

^ = vTy..^ + p^\,r + pTv.. q = 9^\., + e\,^ + ev.i 

die Koeffizienten mögen einem gewissen Bationalitätsbereiche^) an- 
gehören. 

Aus FQ^ QP folgt zunächst durch Vergleichung der Koeffi- 
zienten von yar + 4' 

^(0) 4,(0) 

^+1 ==. ?fA? also c/^^^ = a »^^^ 
^(0) 4,(0) , aAso tf^ = a,i)^ , 

worin a^ eine periodische Funktion von der Periode 2 ist^ die sich 
jedoch auf eine solche yon der Periode 1; d. h. auf eine ^^Konstante'' 
reduzieren kann. Es ist hier ein wesentlicher unterschied gegenüber 
den entsprechenden Differentialausdrücken zu konstatieren, bei denen 
die Koeffizienten der zweiten Ableitung sich nwr durch eine Konstante 
unterscheiden können. Wir haben also zwei FäUe zu unterscheiden: 

a) a^ ist eine periodische FunkHon von der Periode 1 : a^^^ = «,, ««='^- 
Dann ist 

also wegen PQ — QP anch B.Q =' QJR und daher nach «.: 

^-CoE' + qE^ + CjJB», 

P^—Q + R-d^R' + d^R^ + diR'' K, <^i, «'s „Konstanten"). 

Da an Stelle von R allgemeiner mR^ + nR^ (m, n ,, Konstanten'^ 
gesetzt werden kann, so sind Cq, c^, c^, d^, d^, d^ willkürliche ,,Kon- 
stauten'^ DaB die so gefundenen Ausdrücke P und Q wirklich mit- 
einander vertauschbar sind, leuchtet ohne weiteres ein. 

Ist rf -0, so folgt aus QR = RQ oder Ö(rf yj == rj^^öCyJ, 
daß rj^^ = c' sein muß, falls P und Q eigentliche Differenzenausdrücke 
zweiter Ordnung sind, d. h. solche, die außer y^^^ ^^^ Vx *^^^ wirk- 
lich y^^i enthalten (enthalten sie nämlich nicht yj.^i, so sind sie 
eigentlich Differenzenausdrücke erster Ordnung, nur daß überall die 
Differenz 2 ist, also auch die ,,Konstanten'' periodische Funktionen 
von der Periode 2 sind; ygl. die Anmerkung in 1.). Es ist dann also 

P^^Q + c'y,. 

b) a^ ist eine periodische Funktion von der Periode 2: f^x-^t"^ ^x' 
Die direkte Oleichsetzung der Koeffizienten von PQ und QP führt 

auf nicht lineare Differenzengleichungen zweiter Ordnung; dieselben 

1) Vgl. 5. Kap., I. 
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sind aber durch rationale Prozesse lösbar, falls man die Ergebnisse 
der vorhergehenden Untersuchung zweimal anwendet: Es sei näm- 
lich 1?^ eine beliebige Lösung von Qiy^) = 0, die keiner homogenen 
linearen Differenzengleichung erster Ordnung mit Koeffizienten aus 
dem Bereiche genügt^ also 

dann ist auch ^ = -P(^x) ®^^® Lösung von ^(^3.) = 0. 
Es ist aber 



«X 



also 

Daher ist nach deu Ergebnissen Ton B (siehe das Beispiel): 

„(0) 

Femer ist: 

(1) P(yJ = e(yJ+ü(yJ, <2(y,)=axC(j/J= .5^r(i«*+<^,i2H<;,i?>). 

^x **ar+l 

Andererseits sei u^ eine Lösung von P{y^ =» 0, also 

dann ist auch 

eine Lösung von P(yJ = und daher nach Früherem: 

«(0) 

(2) P(yJ '\^^- ,or[(««^)* + '^i'^x« + '^yJ- 

^X^X^l^X ''jT+l 

Vergleicht man die beiden so gewonnenen Ausdrücke (1) und (2) von 
P, so erhält man durch Gleichsetzuug der Koeffizienten von y^+i : 

(3) p^^^ ^:r^.\^x ^x+1 



Ferner ergibt sich durch Gleichsetzung der Koeffizienten von y^ 
unter Berücksichtigung von (3): 

rfj = «jp «3^+1^2 (^j:"a:+i ^^t ciue „Koustaute''). 
Die endgültigen Ausdrücke für P und Q lauten also: 



1 






of_ a. 



K-^x + l)»^* -«l'^x + l +'*1 
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darin ist iJ = r*""« ^, + »"i'^y ; »"'"^ und rf' sind wiUkürliche Funk- 
tionen von x, femer c^y c^, d^ willkürliche „Konstanten" und «^ eine 
willkürliche periodische Funktion von der Periode 2 («a-^i = «J. . 
Beispiel: 

r^^^^l r^'^-- - - also ü-f/ - 1 ?^ •/ • 

(0) 



^^««ß/r.j:. ^^ :=« ^^ «« ^^ =« 0, also ^^^ = e~^*'a;; 

^ jtix - inix 



X 

nix 



Es ist noch der Fall ri®^ = zu erledigen: Da g^ = ii(iyj = ri'^i?, 
eine Lösung von Q(if^)^0 ist, so ist auch P{tx)^ ^{tx)^^x^^Vx ^^^^ 
Lösung von Ö(y«)=*0. Zwischen den drei Lösungen rj^, ^x\xy ^x^^Vx 
besteht aber eine lineare Relation mit ,,konstanten" Koeffizienten: 

(^oVx+ Cirx^Vx+ (^^x^\x = 0, 
also, da ij^ + 0: 

daher ist r^^ == s^ eine periodische Funktion von der Periode 2 ^) 
(f^^2=«£j, die sich auf eine solche von der Periode 1, d. h. auf eine 
,,Konstante" reduzieren kann. Dann ist 

P-Q + ^.y., <? = «,«• 

Aus QP-PQ folgt: 

oder _ 

also entweder q^^^ = 0: dann sind, da auch p^^^ = 0, wenn r^ = 
und q^^ = 0, P und <2 keine eigentlichen linearen Diflferenzenausdrücke 
zweiter Ordnung. In der Tat sind zwei Ausdrücke 

P-pTy.^i+P^^y. und <2 = aP + ey,, 

WO a und s periodische Funktionen von der Periode 2 sind, mit- 
einander vertauschbar (vgL 1., Anmerkung). Oder es ist g^ +0: dann 
müßte jedenfalls, da ^^^^ auch y^^j enthält, «j^+i == «, ^^^ daher 

1) Aus c, + c, r (^^ + c, ri^>' = folgt nämlich c, + c, r^] ^ + c, r^j^ = und 
durch Subtraktion Ci(r^^]i-ry))4-e,(ri^].\-ry^') = 0; also entweder r^^j^^r^^) 

oder riVi + ^-i'^ ^ tind daher auch rj^^^+r^^^^^-^ , folglich r^'U^r^'K 
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auch f,^i = £^ sein; das wäre aber der Fall 3., a). Ist also erst 
^x+i "" ^xf ^^ kann für eigenUiche Diiferenzenausdrücke zweiter Ord- 
nung der Fall r^^ « garnicht eintreten. 

4t. Endlich soll allgemein die Vertauschbarkeit zweier homogener 
linearer Differenzenausdrücke, deren Koeffizienten rationale Funktionen 
sind^ unter der Voraussetzung untersucht werden, daß einer derselben 
irreduktibel ist: Es seien zwei homogene lineare Differenzenausdrücke 
mit rationalen Koeffizienten, P von der Ordnung p und Q von der 
Ordnung q(jp^q\ miteinander vertauschbar: PQ^^QP, und es werde 
Q als irreduktibel vorausgesetzt. Die Differenzengleichung Q(if^ » 
möge die Lösung ly^ besitzen. Da QP(rjJ ^ PQiji^ = ist, so be- 
sitzt die Gleichung ö(yj ==* auch die Lösung tj. = P(^J. Wäre 
nun i^ linear unabhängig von i^^, so müßte nach dem vorher be- 
wiesenen Satze (B.) die Gleichung ö(yj — reduktibel sein, entgegen 
der Voraussetzung; folglich muß f^ = c^ri^ sein {c^ eine „Konstante*^. 
Daher hat die Differenzengleichung P{y^ — c^y^ = mit (2(y^) = 
die Lösung iy^, also wegen der Irreduktibilität von <2(y^) ==* nach 
einem früheren Satze (6. Kap., I) aüe Lösungen gemeinsam; folglich ist: 

P(y.)-Coy.-RQiy.) oder P(y.) = i?<2(y,) + Coy,. 

also wegen PQ^ QP: 

RQQ=-QRQy d. h. RQ^QR. 

Daher ergibt sich durch dieselbe Schluß weise wie oben: 

R^SQ + c,y,, S^TQ + c,y^usl 

Schließlich kommt man zu einem Differenzenausdruck Z von kleinerer 
Ordnung als Q, und es muß Z — - c^y^ == mit Q ^ alle Lösungen 
gemeinsam haben, also Z — c^y^ identisch verschwinden oder 
Z = f„y^(c„+0) sein. Daraus folgt, daß p == nq und 

ist. Offenbar ist diese Bedingung für die Vertauschbarkeit von P 
und Q auch hinreichend, selbst dann, wenn Q reduktibel ist. — Da 
Differenzenausdrücke erster Ordnung als irreduktibel anzusehen sind, 
so folgt für q= 1 der am Schlüsse von 2. angegebene Satz über die 
Vertauschbarkeit eines linearen Differenzenausdruckes erster und eines 
solchen n^ Ordnung. Ferner folgt, falls auch P irreduktibel, also 
n = 1 ist, daß in zwei vertauschbaren irreduktiblen Differenzenaus- 
drücken, abgesehen von einer multiplikativen „Konstanten^', nur die 
Koeffizienten von y^ sich um eine additive „Konstante^' unterscheiden, 
analog den linearen Differenzenausdrücken erster Ordnung. 



ZWEITEE TEIL 



INTEGRATION DER LINEAREN 

DIFFERENZENGLEICHUNGEN 

DURCH ANALYTISCHE 

AUSDRÜCKE 



Die Untersuchungen über die Darstellung der Lösungen linearer 
Differenzengleichongen durch analytische Ausdrücke sind — mit Aus- 
nahme einiger Differenzengleichungen erster und zweiter Ordnung 
sowie der Gleichungen mit konstanten und linearen Koeffizienten — 
ganz neuen Datums und stecken zum Teil noch in den Anfängen. Wir 
werden in diesem Kapitel die wichtigsten dieser Untersuchungen^ so- 
weit sie für ein Lehrbuch reif sind^ auseinandersetzen, beschränken 
uns aber auch hier im allgemeinen (bis auf das letzte Kapitel) auf den 
Fall, daß die unabhängige Veränderliche reell ist^), und daß (bis auf 
das 9. Kap. und das 10. Kap.y IV) die Koeffizienten rationale Funk- 
tionen sind. — Femer werden wir auf die in England beliebten sym- 
bolischen Methoden verzichten , da der zur Aufstellung ihrer Grund- 
formeln und deren strenger Begründung nötige Aufwand die durch 
sie gewährten Rechenvorteile überwiegt, und verweisen dafür auf das 
Lehrbuch von Boole (!•). 



Siebentes Kapitel. 

Lineare Differenzengleichnngeii mit konstanten 

Koeffizienten.*) 

I. Homogene Gleichungen. 

Es sei die homogene lineare Differenzengleichung mit konstanten 
Koeffizienten 

(1) -P(y,) = j',+, + «iy.+»-.+ --- + «,yx = o (a„+0) 

vorgelegt. Setzt man 

worin r eine Konstante, u^ eine Funktion von x ist, und berück- 
sichtigt die Formel') 

1) Dagegen dürfen die Koeffizienten der Differenzengleichung komplexe 
Größen enthalten. 

2) Lagrange 1. u. 2., S. 162— 155 (vgl. Lacroix, 1.; Boolej 1.; Markoff, 1.; 
SeHwanoff, 2.). 

8) Vgl. 1. Kap., I. 
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(2) y,+*-^+*(w, + ÄAw,+ g)AX + --- + A*M,), (fc=l,2....,n), 

so erhält msjx, wenn noch die ^^charakteristische Funktionf^ 

(3) /"W^r^+air^-^+'-' + a, 
eingeführt wird: 

(4) P{f-u,) = f-f{r)u, + r-^Y{r)Au, + |, r^+^'W^'w, + • • 

Die rechte Seite von (4) verschwindet, wenn r = r^ eine Wurzel der 
yfiharaMerisHschen Gleichung*^ f{^)=^^ ^^^ w^— 1 ist, da P(^) = ^/*(*'); 
daher ist y^ = r^* eine Partikularlösang der Gleichung (1). 

Sind die Wurzeln r^, r^, , , ., r^ der charakteristischen Gleichung 
alle von einander verschieden, so lautet die dllgemeine Lösung von (1): 

worin die o^ „Konstanten" bedeuten; die Lösungen r^* r,*, . • ., ^if bilden 
nämlich ein Fundamentalsystem von (1), da ihre Determinante 

(/,t = l,2,...,»») (<,* = l,2,...,n) (^,»' = l,2,...,n;/i>r) 

ist. — SoU im Intervall (inklusive) bis n (exklusive) y^ = 9>i^) 
sein, worin q)(x) eine vorgeschriebene Funktion von x ist, so be- 
stehen für ^ a? < 1 die Gleichungen: 

Um die „Konstanten" o^ daraus zu bestimmen, multiplizieren wir die 
1^ Gleichung mit einem noch zu bestimmenden Faktor L und 
addieren; dann erhalten wir, wenn noch 

n-l 

gesetzt wird: 



n-l 

2 

(t = 1, 2, ..., w); 



c^iV/;W + ^2r,%(r,) + . . . + cD„r„'/;(rJ ^^ X,^ip{x + ]c), 



wählen wir nun die Z,. (i = 1, 2, . . ., w) so, daß f^(r) für r «=» r^, . . ., r^_i , 

^i+ij '")^n verschwindet, also /)(r) «= —^ wird, so ist /f(r^) =/^(r,.), 
und es ergibt sich: 

n-l 



* * = 
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Die Funktionen (o^(x) sind hierdurch im Intervall ^ a? < 1, und 
daher als periodische Funktionen von der Periode 1 bei geeigneter 
Wahl von (p{x) fllr aUe Werte von x bestimmt.^) 

Ist dagegen r eine fi- fache Wurzel der charakteristischen Glei- 
chung^ so wird die rechte Seite von (4): 

dieser Ausdruck verschwindet, wenn u^ eine beliebige ganze Funktion 
höchstens (ft— 1)^^ Grades von x ist; daraus folgt, daß 

r*, xr", a;V, . . ., x^'-^r^ 

Partikularlösungen von (1) sind; also*): Einer (i- fachen Wurzel der 
charakteristischen Gleichung entspricht eine fi- fache Lösung der Glei- 
chung (1). 

Wir betrachten den extremen FaU, daß äUe Wurzeln der charak- 
teristischen Gleichung einander gleich sind; in diesem Falle besitzt 
die Gleichung (1) die n Lösungen 

dieselben bilden ein Fundamentalsystem, da eine homogene lineare 
Relation mit „konstanten^' Koeffizienten 

{Dir*+ G)^xr'+ ■ • + o^oc"'^r^ == 
wegen r + 

(»1 + (o^x + • • • + (ö^ic""^ = 

för jeden Wert von x, also 

CDj = 0, Qj = 0, . . ., C}^ «= 

nach sich zieht. 

Es seien nun allgemein h verschiedene Wurzeln r^, r,, . . ., r^ 

von den Ordnungen f^i; /<sy • • *; /^a (/*i + f4 H f" f*^ = w) vorhanden; 

dann behaupten wir, daß auch die n Lösungen 



-lü. X 



ein Fundamentalsystem der Gleichung (1) bilden. Wir haben nur zu 
beweisen, daß keine Relation von der Form 

Px ^ +Px ^ H +Px ^Ä == ^ 

möglich ist, wenn die |>W (^ = 1, 2, . . ., A) Polynome vom Grade ft,.— 1 
mit „konstanten^ Koeffizienten sind, die nicht sämtlich verschwinden. 



1) W. 2) Vgl. 3. Kap., n. 
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Zu diesem Zwecke bilden wir aus der angenommeneiL Relation die 
h snkzessiyen Gleichungen: 

worin nach dem 1. Kap.^ I (vgl. auch Gl. (2) dieses Kap.): 

Ä=i'f + *Ai>i" + (*)A«j,» + ... + A*i,«, (.-=1,2 h) 

ist. Da diese Gleichungen für jeden Wert von x bestehen soUen^ so 
müßte auch die Determinante 

(0 ..* /f-=l, 2, ...,Ä 



„(0 ..* /»«1,2,...,Ä \ 



identisch, d. h. für alle Werte von x verschwinden. Der Koeffizient 
der höchsten Potenz von x in dieser Determinante ist aber, abgesehen 
von einem ,,konstanten", nicht identisch verschwindenden Faktor: 

/.*l (i:;:;;:::;L,)=//(v-o. C:!::;:;^'>')- 

verschwindet also nicht, da r^, r^, . . ., rj^ von einander verschieden sind. 
Die angenommene Relation ist also nicht möglich; d. h. die obigen 
n Lösungen bilden ein Pundamentalsystem von (1).^) 

Beispiele: 

1- y,+3 + y.+2-9y,^i-9y.=-o (w.), 

f(r) = r8+ r>- 9f - 9 == (r + l)(r*-9). 

Die Wurzeln der charakteristischen Gleichung f(r) = sind — 1, 3, — 3; 
daher lautet die allgemeine Lösung: 

y, = (D, (- 1)- + (o,S- + 0^3 (- 3)*. 

2- yx+i-^Vx+i + ^yx^^ (Seliwanoff ), 

/•(r) - r*~ 7r + 6 = (r~ l)(r-6), 

3* Vx+i - 6^0^4-1 + 9y^ =- (Seliwanoff), 

/•(r) = r^-6r + 9 = (r~3)*, 

yx= (Oi + G72^)3* 

Wenn die Koeffizienten der vorgelegten Differenzengleichung (1) 
reell sind, so darf man erwarten, daß auch die allgemeine Lösung 
derselben in reeller Form auftritt, selbst wenn die Wurzeln der 

1) W. 
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charakteristischen Gleichung komplexe Größen sind. Wir wollen an 
einem hinreichend allgemeinen Falle zeigen^ wie man das stets er- 
reichen kann:^) 

Die Gleichung f(r) = möge eine dreifache komplexe Wurzel r^ 
hesitzen; dann hat sie nach einem bekannten Satze der Algebra auch 
eine dreifache konjugierte Wurzel, die wir mit r^ bezeichnen; die 
übrigen Wurzeln r^, rg, . . ., r^ soUen reell und von einander ver- 
schieden sein. Die allgemeine Lösung unserer Differenzengleichung ist: 

Wird 

^1 '^ (>(cos 9 + i sin 9?) 
gesetzt, so ist 

r^ = (>(cos9) — «sin 9), 

r^ ^ (>*(cosa:g? — isinirqp). 
Daher nimmt, wenn man 

Ol + »4 =« «0, ©2 + «5 ^ «1> O^a + ^6 ^ «2» 

setzt, die allgemeine Lösung die Form an: 

tfx " P'K^o + ^i^ + «2^*) <^os tpx + (j3o + ß^x + /32a;2) sin ()pa?] 

darin sind a^j, a^^, a^, ß^, ß^, ß^, 0)7, ..., (o^ die willkürlichen „Kon- 
stanten".*) 

Beispiele: 

*• yx+2+2y,^, + 4y, = (Seliwanoff); 

/-(r) = rH 2r + 4 = 0; 

^1^8 1 ± i|/3 - 2(cos -J' ± i sin ^^) ; 

y^ = 2'(^cDi cos ^x + (o^ sin ^ x j . 
5. Vz+^ + Vx^^ (Seliwanoff) , 

Tt , » % 8 TT ,. 3 TT 

- ± 1 sm -, rj^^ = cos — + sm ^ ; 



1,8 



cos 



y^ = 03^ cos —x + cog sin - rr + oi, cos --o; + o^ sin a; . 



1) Vgl. SeLiwanoff, 2. 

2) Sollen a^, a^, a,, j?<>, /?i, ^, reell sein, so müssen w^, cog, Wg bzw. zu 
<D^, CO,, Og konjugiert sein. 
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6. y.+4+ 29,^8 +3y,+2+2y,^, + y, = (Markoff); 
/•(r) = r*+ 2r»+ 3r*+ 2r + 1 = (r* + r + 1)*. 
Die Gleichung f(r) = besitzt zwei Doppelwurzeln 

^M - cos -3- ± » sm -3 ; 

Vx ^ («0 + «1^) cos -^a; + (/3o + A^) sin -y a: . 
Soll unter der Annahme 

yo-yi = y8 = o, y^ — i 

i^ioo berechnet werden, so sind^ da nur gameahlige x in Betracht 
kommen^ a^y ct^y ß^, ß^ wirkliche Eonstanten, die sich aus den Anfangs- 
bedingungen folgendermaßen bestimmen lassen: 

yo =- «0 ^ 0, y, = «0 + 3«! = 0, 

Vi = K + «i) cos ^ + (/Jo + A) sin ^-Oy 

y, = («0 + 2«,) cos ^ + (^o + 2iSi) sin \* = - 1; 

«0 = 0, «,-0, ^o=--ft /«=-i^5 

Bin -3 y» 



also: 



folglich: 



y»^ \/ö sm -a? = {a; — 1; wenn a:= 1 (modo)}, 



0, wenn a; = (mod 3) 

2(ä— 1) _._ 2« 

1 — a;, wenn a; = — 1 (mod 3) 
und insbesondere: 

yioo = :^ sii^ -3" = ^^ • 

Über homogene lineare Differenzengleichungen mit „konstanten^ 
oder überhaupt mit periodischen Koeffizienten existieren noch keine 
Untersuchungen Yon hinreichender Allgemeinheit; es sei an dieser 
Stelle nur bemerkt, daß z. B. die Gleichung y^+i^" ^"^'Vx ^^c Lösung 

y^ == öe'''*^*"'*) besitzt, ferner die Gleichung y^^^ = ctg ya: • y, die 

Lösung y^ ■=" CO sin — a; (cj willkürliche „Konstante".) — Siehe auch 

die beiden Noten von Esdangon, 1. und 3., über vollständige lineare 
Differenzengleichungen, deren Koeffizienten eine irrationale Periode 
besitzen. 
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n. Tollständige Gleiehungeii, ^) 

Die Lösung der yoUständigen Gleichung 

(6) P(yx) = yx^n + ^iyx+n^i+" + ^nyx=Px («..+0) 

kann nach den im 3. Kap., Y auseinandergesetzten Methoden yollfÜhrt 
werden; die allgemeine Lösung von (6) lautet danach: 

worin die z^^ die zu den Lösungen y^*^ der reduzierten Gleichung 
P(y^) «=» adjungierten Funktionen sind und der zu P(y^) = ad- 
jungierten Gleichung P(j8rJ = genügen. Li unserem Falle lautet 
die adjungierte Gleichung: 

ihre charakteristische Gleichung 

f{r) = 1 + a^r + a^r^ H + aj"" = 

besitzt als Wurzeln die reziproken Werte der Wurzeln ^1,^2,...,^» 
der charakteristischen Gleichung 

/•(r) = r" + »1 r« - * + . . • + a, =- 

der reduzierten Differenzengleichung P(yJ = 0. 

Sind sämtliche Wurzeln dieser Gleichung von einander verschieden, 
so ist: 

Dies ergibt sich auch folgendermaßen: es ist nach dem 3, Kap,, IV: 

(*) 1 

aber nach Gleichung (4) dieses Kapitels: 
also: 



1) Loigrange, !• u. 2, (vgl. Lacroix, Book, Markoff, SeUtoanoff); W. 

2) Siehe Gleichung (6) dieses Kapitels; die Gleichungen (8) im ^. Kap., I, C 
ergeben fSr diesen besonderen Fall die aus der Algebra bekannten „Eulerschen 
Formeln". 
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Daher lautet die allgemeine Lösung von (6): 

m 1/= ^-r«-»V^« + -^ r.x-iVP' J....^.^_,.«-l'V^• 
es sei wieder daran erinnert, daß jede Summe 2 noch eine willkür- 
liche additive „Konstante" entMlt. 

1. Beispiel: 

J/x + j - "^ y^ + 1 + 6 yx = « (Seliwanoff, W.) ; 
/•(r) = r*-7r + 6 = 0, rj = 1, r, = 6; 
/•'(r)»2r-7, r(l) = -5, A6) = 5; 



10 ^ / 25 126 

ÖÖ^ 10 



y^ = fai+(o,6'+ -a:-,^:z;^ 



In yielen Fällen kann man aber eine Partikularlosung r^^ der voll- 
ständigen Gleichung (6) direkt finden^ sodaß, wenn y^ die allgemeine 
Lösung der reduzierten Gleichung ist, nach dem 3. Kap., V die all- 
gemeine Lösung von (6) die Form y, = y^. + ^j. hat. Der wichtigste 
dieser Fälle ist der, daß die rechte Seite p^ = a^g^ ist, worin g^ eine 
ganze rationale Funktion von x bedeutet; es kann auch insbesondere 
a « 1 oder g^.^^ c (Konstante) sein. *) Wir setzen in diesem Falle, 
um eine Partikularlösung von (6) zu erhalten, y^ = a'u^, worin auch 
u^ eine ganze Funktion ist. Dann ergibt sich vermöge der Identität (4) 
dieses Kapitels nach Division durch a' die Gleichung: 

(8) f{a)u, + ana)Au, + a^^'^i^^u, + • ■ • + a-^'j-^A»«, - g,, 

die zur Bestimmung von u^ dient. 

Wenn a keine Wurzel der charakteristischen Gleichung f(r) = 
ist, so besitzt u^ denselben Grad wie g^] man setzt nun u^ mit un- 
bestimmten Koeffizienten an und erhält durch Vergleichung der 
Koeffizienten gleich hoher Potenzen von x auf beiden Seiten der 



1) Partielle SuDimation; ^ a'^ ^= (siehe z. B. Seliwanoff, 2., S. 35 



u. 37); vgl. 1. Kap., II, B, (c) u. (h). 

2) Vgl. Book, Marko ff, Seliwanoff 
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Gleichung (8) zur Bestimmung derselben ein lineares Gleichungs- 
system. Von der Auflösbarkeit dieses Gleichungssystems überzeugt 
man sich am besten folgendermaßen: ISTach der Newtonschen Inter- 
polationsformeP) gilt für die ganze Funktion m*^ Grades g^ die Ent- 
wicklung 



m 



^' = 5' ''*(*)' 



* = 

worin 



«, = A*,„, (^) = -i^^^)::,.f-l+i)(.=M....,.«). (;)-l 



ist; setzt man nun in derselben Weise 



m 



t = 

Bo erhält man für die za bestimmenden Größen ß^ aus (8) durch Yer- 

gleichung der Koeffizienten von (,j (Je m, tn — l, ..., 1, 0) die 
Gleichungen: 



(9) 



ß^-»fia) + ^™-i«r(«) + ^««* Q,"- 



2! ^m-it 



Da f(a) 4" ist, so lassen sich in der Tat hieraus die Koeffizienten 
ßm} ßm-if ' ' V ßii ßo sukzessive bestimmen. 

Ist dagegen a eine A;- fache Wurzel von f(r) = 0, so nimmt die 
Gleichung (8) durch die Substitution y, = a*w^ die Form an: 

aus ihr folgt, daß u^ vom (w + Ä)*®" Grade in a; ist, wenn g^ den 
Grad m besitzt. Man kann hier setzen 

m + k m 

u^^^c^af oder auch «^x-^^'G + ä) 
*=* «=o 

und erhält zur sukzessiven Bestimmung der Koeffizienten ß^, ßm^i) ---f 
ßi7 ßo ^^^ Gleichungen: 



1) Siehe z. ß. SeHtcanoff, 2., S. 6. 

Wallenberg: Lineare DifferenceiigleichuDgen. 1^ 
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(10) 



Pm-2« ;t! +Pn,-1« (^+1)!^^"»^ {k + 2)\ ^^»--.7 



Diese Gleichungen sind lösbar, weil sowohl a als auch /^*^(a) von 
Null verschieden sind. 

Beispiele: 

2- yx+8 - '^ffjp+i + ß^or = ^ (^gl- ^as 1. Beispiel). 
Hier ist ^^ = a; und a = 1 einfache Wurzel von 

/'(r) ~ r>- 7r + 6 = (r~ l)(r- 6) = 0; 
daher existiert eine Partikularlösung: 

setzt man diesen Wert für y^ in die vorgelegte Gleichung ein, so 

ergibt sich: 

_ _ 1 _ 8 

daher lautet die allgemeine Lösung: 

y, « «öl + ©26' + ^^x - ^a;S 
in Übereinstimmung mit dem vorher gefundenen Resultat. 
3. yx+2-5y,^i+6y, = a' (Boole). 



a' 



Ist a — 3, also eine Wurzel der Gleichung f(r) =r*— 5r + 6 = 0, so 
setze man iy^ =* 3*- c^rr; dann ergibt sich Cj = -, also: 

ganz ähnlich für a = 2. Man findet dies auch folgendermaßen: 

lim -, - . ,-- = lim r = X ' 3'^ . 
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*• y^r+A - Y^x+s + Y^x+i - y, = 1 (Markoff). 

Hier ist 

^(r)sr*--|r» + 4r-l=.(r-l)(r + l)(r-i)(»-2); 

ferner ist i^^ = 1 und a = 1 einfache Wurzel von f{r) = 0, also 

eine Partikularlösung, durch deren Einsetzung in die vorgelegte Glei- 
chung Ci » ~ 1 folgt; daher lautet die allgemeine Lösung: 

y, = ©1 + Gjj(~ 1)'+ 08(2)'+ c^iZ'— a;. 
SoU unter der Annahme 

yo-0, yi-11, y, = -8, yj«6 

^100 berechnet werden, so ergeben sich für die wiUkürlichen (hier 
wirklichen) Konstanten die Werte: 

ojj^ = 04 = 0, ojj = — (»3 = — 8, 
also: 

und daher: 

y.eo = - 108 + 2L = - 108 + ^4, , 
d. h. nahezu gleich — 108. 

5. !/x+2 - ^Vx^x + 4y^ = a:a* (Boole, W.).^ 

/•(r) = r» - 4r + 4 =- (r - 2)*, 

/•(a) = (a-2)^ r(a) = 2(a-2); 

«1 = 1, «o^-O; i?a. = a'(^ia; + /3o); 



aus (9): 



Pi'"(a — 2)«' '^o (a — 2)»' 

2a 



Ist a = 2, also zweifache Wurzel von f{r) == 0, so hat man zu setzen 

9,//> a;(x — 1) x(a? — l)(a: — 2)\ 

Vx-^ [Po- 2j ~ +^^1 3! 75 

1) fooZe (!•) benutzt symbolische Methoden; die obige Rechnung zeigt, daß 
man ohne dieselben ebenso schnell zam Ziele gelangt. 

12* 
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aus den Gleichungen (10) ergibt sich, da hier m — 1, k = 2, /"'(a) — 2, 
r"(a) = ist: 

ßi-^-{-> ßo-0, 
also: 

y, - («, + a>,x)2' + ^(^.^H«= -2) g. 



Besteht die rechte Seite aus mehreren Gliedern von der Form 
^'^9x9 ^^ greift folgende einfache Bemerkung Platz: Ist u^ eine Lösung 
von P(yJ =» p^ und v^ eine Lösung von P(yJ = gr^, so ist u^ + r, 
eine Lösung von P(y^) =i?a.+ ^x5 ^^ ^®^ '^^^ ^^^' 

P(u,+ v,) ^ P(u,) + P(ig -!>,+ q^, 

6* yx+2 + ^^tfx = cos mx (Boole, W.). ^) 

/*(r) = r' + ö* = : r^ = ae ' , r^ = ae * ; 
cos mx = - - (c™'* + c"»"**) . 
Die reduzierte Gleichung besitzt die allgemeine Lösimg 

Vx = «* (^^1 cos 2 ^ + «2 sin 2 a;) • 
Eine Partikularlösung der Gleichung 

hat nach unserer Theorie die Form: 
durch Einsetzen in dieselbe ergibt sich: 

daher lautet nach unserer obigen Bemerkung eine Partikularlösung 
der vorgelegten Gleichung: 

und daher ihre allgemeine Lösung: 

^/ « , • 'f \ , a*co8i»aj + coBm(Ä — 2) 

y^ = a («1 COS - ic + o. sin -a:) + 4 , « s —«:, j ~i 

Aber auch in anderen Fällen kann man zuweilen direkt eine 
Partikularlösung der vollständigen Gleichung finden, wie wir an zwei 
Beispielen erläutern woUen: 

1) Vgl. die Anmerkung auf S. 179. 
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/•(r) = r«+ 2r«+ 2r + 1 = (r+ l)(r» + »- + 1) =- 0: 

12 TT , . . 2 TT 
, ^8,« = co3 — ±tsm 3 ; 

die reduzierte Gleichung besitzt also die Lösungen 

_(1) / ^x, _(2) 2« * „(8) . 2ä 

y, = (- lA vi ' = cos Y ^, y^, =- Sin -^ X, 
Der Anblick der rechten Seite suggeriert den Ansatz: 

^' a: — 1 "^ a: ' ^^ 

durch Einsetzen in die gegebene Gleichung folgt: 

a == — 6 =» 1, 
also: 

Vx - ^li- ^Y+ ^2 cos -^x + 03 sin ^x + —^ - _^-. 
SoU unter der Annahme 

^200 berechnet werden^ so ergibt sich zunächst aus den Anfangs- 
bedingungen far ganzzahlige x: 

« Q)j = 1 , OJg « CÖJ = ; 

also: 

^* "" ^"^ ^' "^ x(^ -^) ' 
und daher: 

Vm ^ "T 39300 ' 

Ist endlich die rechte Seite der Gleichung (6) von der Form 



so ist offenbar 






worin fif) die charakteristische Funktion bedeutet, eine Partikular- 

1) Man kann natürlich auch die Methode der Variation der ,,Kon8tanten^^ 
anwenden, doch wird die Rechnung bedeutend länger. 
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lösung von (6), vorausgesetzt, daß das Integral überhaupt einen 
Sinn hat.^) 



8. Beispiel: 






Da — «- / f'^dt (a;>0), also hier q){t) = 1 ist, so wird: 



1 



n,-Jltl\dt (a<l;z>0). 



Am Schlüsse dieses Abschnittes möge bemerkt werden, daß 
Gleichungen von der Form 

durch die Substitution 3/j,==ng^_„^i -m, (z. B. durch y^= r(a;— n+l)e«,, 
wenn qx = x ist) nach Division durch Tlq^^^ (bzw. durch r(rc+l), 
wenn g^^^) in Gleichungen mit konstanten Koeffizienten transformiert 
werden, nämlich in: 

Ti, B. wird die Gleichung 
die auch in der Form 

«(n-l) 

yx+n+«i»'yx+n-i+»i««*«'"'yx+»-2+ •• + »«« ' a^a*"^ •• a'-^+^y^ = j>^ 
geschrieben werden kann, durch die Substitution 

(x-ii)(x-n+l) 

yx-/Zö''"""*'^«*x — öt 2 .^^ 

x(x+l) 

nach Division durch TTa'+^^a ^ in die Gleichung mit kon- 
stanten Koeffizienten 

n(n-l) _^*+^) 

yx+»+»iyx+n-i + ö2ayx+»-2 + - •• + «„«"* yx=-i>x« ' 

transformiert. — Besonders einfach gestaltet sich der Fall |>, = 0. 



1) Vgl. Nidsen, 8,, S. 264. 

2) Boole, 1. (Deutsche Ausgabe S. 128 fp.) 
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in. Anwendungen. 

A. Anwendungen auf rekurrente BeUien.^) 

Rekurrente Reihen (in eDgerem Sinne) sind solche Reihen 

yo? .Vi^ Vif ' • -y Vx'i y^+i» • • 'j 
für die je n aufeinanderfolgende Glieder durch eine Relation 

y^r+n + »iy*+— 1 + «2yx+n-2 + • ■ + ««yx = 

mit konstanten Koeffizienten verbunden sind. Die Auflösung dieser 
Differenzengleichung gestattet^ das allgemeine Glied y^ der Reihe als 
explizite Funktion des (ganzzahligen) Index x darzustellen. 
1. Lehrsatz: Eine konvergente Potenzreihe 

F(t) - y, + yit + y,i'+' • • + y,^+ • • •, 

deren Koeffizienten eine rekurrente Reihe bilden, ist eine rationale Funk- 
tion von t.^) 

Beweis: Die Relation zwischen n Koeffizienten der Reihe sei: 

P(yJ = Va^^n + «ly^+n^i + ö2yx+n-2 + • • • + a„yx =- . 

Nach Multiplikation von F(t) mit 

tl;{t)^l +a,t + a^fi+-'' + aJ^^ 
erhält man: 

ip(t) == F{t)ti^(t) = yo + (yi + «lyo)^ + (y* + «lyi + ^Vo^ + • • 

die Koeffizienten der folgenden Potenzen sind nämlich die Werte der 
Funktion 

-P(yx) = yx+» + ^iVz+n^i + «2yx+«-2 + • • • + »«yx 

für a; = 0, 1, 2, ..., also infolge der obigen Relation alle gleich Null; 
daher ist: 

eine rationale Funktion von t, Q. e. d. 

Umgekehrt läßt sich die rationale Funktion 

^^ l+a,e + a,t* + ••• + «»«" 

1) Die Literatur über rekurrente Reihen siehe bei Andoyer, 1., S. 69, 
Note 48. 

2) Vgl. z. B. Serret, Algebra, deutsch von Wertheim, Leipzig 1878, 1. B., 
S. 426 ff. ; Seliwanoff, 2., S. 90 ff. F{t) heißt die ,,erzeugende Funktion'' {Laplace, 1., 

S. 7ff.\ 
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in die Reihe 

ifo + yJ + ys^^H 1- J/x^H — 

entwickeln^ für die je n aufeinanderfolgende Koeffizienten durch die 
Relation 

verbunden sind. Die ersten n Koeffizienten bestimmen sich aus den 
Gleichungen: 



• • 



Die Differenzengleichungen können also dazu dienen, die Koeffi- 
zienten der Entwickelungen rationaler Funktionen in Potenzreihen als 
explizite Funktionen des Index zu bestimmen. 

2. Aufgabe: Es soll das allgemeine Glied der Schlmperschen 
Eeihe {der Zahlen des Ftbanaeci^)) 

0, 1, 1,2,3, 5, 8, ..., 

deren jedes Glied die Summe der "beiden vorhergehenden Glieder ist^ he- 
stimmt werden,^) 

Lösung: Je drei aufeinanderfolgende Glieder der Reihe genügen 
der Relation 

yx+s~yx+i-yx=*0; 

die Anfangsglieder sind y^^Oyy^^l. Die charakteristische Gleichung 

f(r) = r^-r- 1 =0 



hat die Wurzeln 



1+1/6 1 — l/ö 

'^l "" 2 ^ ^8 "" 2 ' 



daher ist die allgemeine Lösung: 

».=«.CV'-)"+'-.('-/^)'' 

aus den Anfangsbedingungen ergibt sich c^ «= — Cj = --^ ; also lautet 
das allgemeine Glied: ^ 

»--;i[C^.'^)"-(-/^)T 



1) Fibonacci, genannt Leonardo Pisano, Liber abaci, 1202 n. 122A. 

2) SeUwanoff, 2., S. 90; vgl. Frege, Habilit-Schrift, Jena 1874, S. 21. 
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8, Aufgabe: ' Aus m gegebenen ZaJden 

y^} Vif tfiy • • •; Vm-l 

wird eine unendliche Reihe derart gebildet^ daß jedes Glied derselben 
das arithmetische Mittel der m vorhergehenden Glieder ist; welcher Grenze 
nähert sich y^, wenn n unendlich wächst?^) 

Lösung: Die der Aufgabe entsprechende Dififerenzengleichnng lautet: 

« 

Die charakteristische Gleichung 

f{r) = r'^^-ir^"^ + r^-^A f. r + 1) = 

besitzt eine Wurzel 1, und es ist: 

^W = "r^^ " wr"-i+ (m-l)r^-«+ . . . + 3H+ 2r + 1 ; 

die Wurzeln von ^(r) = seien r,, r,, . . ., r^.j. Dann lautet die 
allgemeine Lösung der Differenzengleichung (für ganzzahlige x): 

die Konstanten ^o? ^i; * * -' ^m-i bestimmen sich aus den Anfangs- 
bedingungen : 



Insbesondere ergibt sich, wenn man diese Gleichungen der Reihe 
nach mit 1, 2, . . ., m multipliziert und addiert: 

•"-^V'^ Co = yo+ 2y, + 3y,+ . . . + my„_,. 

Man kann nun leicht zeigen, daB der absolute Wert der Wurzeln 
r^ (ÄJ — 1, 2, . . ., w — 1) kleiner als 1 ist: Es sei r^^ = ^e^* eine Wurzel 
von ^(r) = 0, worin q der absolute Betrag von r^ ist. Dann muß 

r ^ !((>""' + (>"*"'+ • • • + ^ + 1) 

• 

sein, und zwar gilt das Gleichheitszeichen nur für 9) — 0. Wenn 

nun Q^l, so ist: 



1) Markoff, W. 
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> und zwar gilt das Gleichheitszeichen nur für (> » 1 ; daher müßte 

^ =^ tn ^ 

sein; hierin gilt das Gleichheitszeichen nur^ wenn gleichzeitig q) = 
und (> = 1, also r^^ =" ^ ist. Da aber ^(1) + ist und die letzte Un- 
gleichung für das Zeichen < einen Widerspruch mit der vorher- 
gehenden ergibt, so müssen sämtliche Wurzeln r^ (i — 1, 2, . . ., w — 1) 
von ^(r) = dem absoluten Werte nach kleiner als 1 sein. Daraus 
folgt aber: 

limj/, = Co= -(J^-i^(yo + 2yi + 3yj, + ... + my^.i). 

B. Anwendungen auf die GeouLetarie. 

4. Aufgabe: Die Kurven von der Besehaffenheit zu finden, daß, 
wenn von einem festen Punkte in ihrer Ebene n StraMen gezogen 
werden, die gleicJie Winkel mü einander bilden, und dieses StraMen- 
büschel um den festen Punkt gedreht tvird, die Summe der Badien- 
Vektoren konstant bleibt^) 

Lösung: Die Winkel, welche die Strahlen mit einer festen Achse 
bilden, können ausgedrückt werden durch 

,2« , 4ä , 2(n— 1)« 

und wenn r == Fi^p) die Polargleichung der Kurve in bezug auf den 
gegebenen Punkt als Pol ist, so hat man: 

Fiv) + F(<p + ^^) + ... + F{g> + ^^'' -'!")= na, 

worin a eine Konstante ist. Wir setzen nun 

(jp-^a: und F(^x)^y^', 

dann erhalten wir die Differenzengleichung: 

ihre allgemeine Lösung ist 

y^ - a + ojj cos —x + co^aos —x + • - + co^^^ cos ~ x, 

worin die m^^ „Konstanten'^ bedeuten. Daher lautet die Gleichung der 
gesuchten Kurven: 

r » a -f G^i cos 9? + ©2 cos 2(p + • • • + ö^_i cos (n — - 1)^? ; 

die Partikularlösung 

r =^ a -\-b cos 9) , 

1) Boole, 1. 
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in Cartesischen Koordinaten 

stellt die Fußpunktenkurre des Kreises dar, welche also auch die ver- 
langte Eigenschaft besitzt. 

5, Aufgabe: Es soll die Gleichung der Kurven aufgestellt werden, 
für welche das Produkt der beiden Abschnitte der von einem festen Punkte 
durch die Kurve gezogenen Geraden konstant ist.^) 

Lösung: Ist wieder r = F{v) ^*® Gleichung der gesuchten Kurve 
in Polarkoordinaten, so hat man 

F(q>)'F{(p+x)^c\ 
oder, wenn (p ^ 7tx und F(xx) = y^ gesetzt wird: 

Wir setzen femer y^. = cu^ und erhalten : 

Wa:W, + i=l; 

durch Logarithmieren ergibt sich: 

lnM, + lnw^^i=0, 
also, wenn man In u^ « v^ setzt: 

Eine reeUe Partikularlösung dieser Differenzengleichung erster Ord- 
nung ist: 

V^^^ = A (e/r.x^g-nix) _ COS 7CX, 

also die allgemeine Lösung: 

Vj. = (ü^ cos XX j 

worin g)^ eine willkürliche periodische Funktion von der Periode 1 ist. 
Daher lautet die Gleichung der gesuchten Kurven: 

worin q^ eine beliebige reelle Funktion von (p mit der Periode x be- 
deutet; m der Tat ist: 

T • f =8 /»^ 

Z. B. ist für (>«, = tg 9 : 

für (>y = wird r = c, d. i. die Polargleichung des Kreises, bezogen 
auf den Mittelpunkt. Auf einen Punkt mit dem Abstände b vom 
Mittelpunkte bezogen, lautet die Polargleichung des Kreises mit dem 
Radius a: 

r «« l/a*— b^ sin* fp + b cos 9, 

1) Book, W. 
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oder, wenn a > 6 ist und a*— 6^ = c* gesetzt wird: 

r « cy— cos (p+yi + -j cos* 9J , 
oder endlich: 

In I — 008 a + 1/ 1 + -r 00»' m ) 

hier ist also: 



Jn (^— cos q> +|/l + ^ C08*q>j 



9 cos qp ' 

und dies ist in der Tat eine periodische Funktion von q) mit der 
Periode ;r. 

Weitere Anwendungen auf die Geometrie finden sich bei 
E. Combescure (1.). 



Achtes Kapitel. 

Differenzengleiclmngeii mit linearen Koeffizienten. 
Integration derselben dnrch bestimmte Integrale. 

Den linearen Differenzengleichongen mit konstanten Koeffizienten 
stehen am nächsten diejenigen, deren Koeffizienten lineare Funktionen 
der unabhängigen Veränderlichen sind. 

I. Homogene Gleichungen.^) 

Die sogenannte Laplacesche Differenzengleichung lautet: 

(1) (a,x + b,)y, + (a,x + b,)y,^, + .-+ia,x + h,)y,^, = 0, (a,+0); 
setzt man 

^(0 -a^+ait + '" + aj-, (p{t) ^h^+hJ + '-' + IJ', 

so kann dieselbe mit Benutzung des Operationssymbols D (s. 1. Kap., I) 
kurz in der symbolischen Form 

[9,(D) + a;^(Z))](y,) = 

geschrieben werden, um diese Gleichung zu lösen^ setzen wir mit 
Laplacei 



(2) y.-J>-'mdt,') 

worin die Funktion f(i) und die Grenzen t^ und t^ passend zu be- 
stimmen sind; dann wird Gleichung (1): 



1) Laplace, 1.; Pincherle, 1*.; Heymann, 1.; Brajtzew, 1.; Webb, 1.; TT. 

2) Diese sogenannte „LopJac^che Transformation^* ist für die linearen 
Differenzengleichungen von außerordentlicher Wichtigkeit, weil durch dieselbe 
das Problem ihrer Lösung auf die Integration einer linearen Differentialgleichung 
zurückgeführt wird (und umgekehrt); vgl. 10. Kap., III. 
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Nun erhält man durch partielle Integration: 

also ergibt sich: 

Ji^-'dt[p{t)f{t) - <^^/^^«] + [p^(0/-(0f= 0. 

Die Oleichung (1) wird durch den Ausdruck (2) befriedigt werden, 
wenn jeder dieser beiden Teile für sich verschwindet; aus 

folgt: 

A«) «*(«) ' 

also mit Unterdrückung einer multiplikativen Konstanten^): 

Es sei nun ^(0 = ^t,/^ — «J(< — aj)...(^ — aj und, in Partial- 
brüche zerlegt, 

und wir woUen zunächst annehmen, daß aUe a^ yon einander ver- 
schieden sind; dann ist, abgesehen von einem konstanten Faktor: 

Die Grenzen t^ und ^2 si^^ ^^^ so zu wählen, daß 

(4) [t-+{'o(t - a,y^ ...(<- «ny^f - 

wird; unter der Voraussetzung, daß die reellen Teile von x + ß^^ 
ßi9 • ' 'f ßn positiv sind, eiTeicht man dies, indem man ^^ = 0, ^ =» «^ 
(Ä=- 1, 2, ..., w) setzt. Man erhält so n Partikularlösungen von (1): 



Ist ön~0^), also tlf(t) etwa vom Grade n — r in t, so tritt in der 
Partialbruchzerlegung (3) eine ganze Funktion (r— 1)*^ Grades von i, 



1) Diese Eonstante ist zwar von t unabhängig, kann aber eine periodische 
Funktion von x mit der Periode 1 sein. 

2) Dann muß &„4"0 sein, da sich sonst die Ordnung der Gleichung (1) 
erniedrigt. 
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also unter dem Integral (5) e^^^^ auf^ worin Q(t) eine ganze Funktion 
r^^ Grades bedeutet; ist femer a, eine /t-fache Wurzel von rl}{t)=^0, 
so enthält der Integrand von (5) einen Faktor von der Form: 

Auch in diesen Fällen sowie in den Fällen^ wo die reellen Teile von 
1^0 + ^; ft, . . ., /3^ negativ (bez. Null) sind, kann durch geeignete 
(komplexe) Integrationswege (sogenannte Doppelschleifen) der Aus- 
druck (4) zum Verschwinden gebracht werden; ausführliche Dar- 
legungen über diese Integrationswege findet man in ScMesingers 
^^Handbuch der Theorie der linearen Diflferentialgleichungen", Bd. I, 
S. 409 flf. — Als Beispiel kann die im 1. Kap., II, C behandelte Diffe- 
renzengleichung der Gammafanktion dienen. 
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A. Die rechte Seite ist eine ganze rationale Funktion von x. 

Es möge zunächst eine allgemeine Bemerkung gemacht werden: 
Wenn eine lineare Differenzengleichung in der Form 

(6) «^' A-y, + ^"'^ A"~V, + • • • + «f Ay, + «f y, = q^ 

vorliegt, worin die Koeffizienten q^^ (* = 0, 1, ...,») ganze Funktionen 
von X sind, deren Grad den Index nicht übersteigt, während q^ eine 
ganze Funktion vom beliebigen Grade m ist, so genügt ihr als Par- 
tikularlösung im allgemeinen eine ganze Funktion m^ Grades, die man 

zweckmäßig nach Binomialkoeffizienten ( ,\ fortschreiten läßt.^) Denn 
setzt man 

yz-7o + ri^ + ^2(2 ) + ■ • • + y«(m) 

in (6) ein, so wird die linke Seite im allgemeinen eine ganze Funk- 
tion w*®^ Grades, deren Koeffizienten die y. linear enthalten; durch 
Vergleichung gleich hoher Potenzen von x auf beiden Seiten der 
Gleichung (6) erhält man also w + 1 lineare Gleichungen für die 
m + 1 Größen ^o; ^i» • v 7my ^^^ denen sich diese im allgemeinen 
bestimmen lassen. 

Übersteigt dagegen der Grad der q^^ auch nur an einer einzigen 

1) Heymann, 1., S. 309 ff.; W. 

2) Newtons Interpolationaformel; vgl. z. B. Seliwanoff, 2., S. 6. 
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Stelle den Index, so ist der Vorgang nicht so einfach. Wir wollen 
für diesen Fall die Gleichung (6) wieder in der Gestalt 

schreiben und annehmen, daß /t (^w) den höchsten Grad der Koeffi- 
zienten p^ (* = 0, l,.,.,n) bezeichnet, während p^ vom Grade m ist. 
Wir machen nun in (7) die Substitution 

dadurch geht die Gleichung (7) über in 

worin f(x) eine ganze rationale Funktion m*^^ Grades bedeutet, deren 
Koeffizienten die y^ linear enthalten. Mittels dieser m — fi + 1 un- 
bestimmten y^ können wir es im allgemeinen erreichen, daß auf beiden 
Seiten dieser Gleichung die Potenzen x"* bis oof^ gleiche Koeffizienten 
erhalten und sich aufheben, sodaß die für ß^ zurückbleibende Diffe- 
renzencrleichuntr 

P(0=2',-/-(^) 

als zweiten Teil eine ganze Funktion von x besitzt, deren Grad auf 
den fi — 1*®'^ herabgedrückt ist. 

Wir betrachten nun eine vollständige LaplaccBche Differenzen- 
gleichung 

(8) ^{<^k^ + K)y.+k = </ W; 

worin g(x) eine ganze rationale Funktion von x ist: hier übersteigt 
nur der Grad des Kcfeffizienten von y^ den Index um 1; daher läßt 
sich nach unseren obigen Auseinandersetzungen der Grad von g(x) im 
allgemeinen auf den 0*®^ herabdrücken, d. h. g(x) kann im allgemeinen 
als Konstante x vorausgesetzt werden. Unsere Gleichung lautet dann 



n 



(9) ^(<^k^ + h)y^+k-^-^ 

sie kann durch dasselbe Integral (5) wie die homogene Gleichung 
integriert werden, wenn man statt der Grenze eine andere, z. B. 1 
nimmt, für welche der Ausdruck in (4) nicht verschwindet. Setzen 
wir in der Tat in (9): 

1 

(A: = 0,l,2,...,nj 0^0=0), 

1) Es genügt, das eine Partikalarintegral mit den Grenzen und 1 zu 
nehmen, da man nach 1 die Lösungen der reduzierten Gleichung kennt. 
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80 tritt an Stelle der Gleichung (4) die Gleichung 

aus -welcher, falls a^+0 und ^(ßj^^) > ist, 

(10) A = x(l - aj-/*! ... (1 - aj-i*« : a^ 

folgt. 

Für a„ = 0, 3ft(/JJ^0 und für mehrfache Wurzeln a.. von 
^(^) = treten die unter I angegebenen Modifikationen ein. Femer 
versagt die Bestimmung von l aus Gleichung (10), wenn eine der 

n 

Wurzeln a^ gleich 1 ist. In diesem Falle ist aber ^a^ = 0, sodaß 

die Gleichung (8), wenn man darin die Differenzen A*y^ einführt, 
zum Typus (6) gehört und daher als Partikularlösung im allgemeinen 
eine ganze rationale Funktion von x besitzt, deren Grad gleich dem 
von g{x) ist. 
Beispiel: 

Vx^n—^Vx^'^ (Heymann). 

Durch die Substitution x = wjer, y^^ => w, geht die vorgelegte 
Gleichung über in 

daher lauten die Partikularlösungen der reduzierten Gleichung: 

yT-h^{,l) (*=l,2,..,«;5/=«). 

Femer ist in unserem Falle fp{t) = t^, ^(^) = — 1 ; daher lautet eine 
Partikularlösung der gegebenen Gleichung: 






1 

die Konstante X bestimmt sich aus der Gleichung 



00 



=* X, d. h. A = xe* . 

Diese Lösung gilt für jeden Wert von a;; für w == 1, x = e"^ ergibt 
sich die Funktion Q{x)*) 

Wir haben im vorhergehenden mehrfach den Ausdruck „im 
allgemeinen'^ gebraucht, um anzudeuten, daß Ausnahmefälle eintreten 
können, in denen sich die Koeffizienten der angesetzten ganzen ratio- 

1) SR 05) bedeutet: ,;reeüer Teil von ß"'. 

2) Vgl. 1. Kap., n, C. 

Wallenberg: Lineare Differezizengleiohajigen. 13 
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nalen Funktion Ton x aus dem linearen Gleichungssystem nicht be- 
stimmen lassen. Wir wollen nun an einem vollständig durchgeführten 
Beispiel, welches alle auftretenden Möglichkeiten klar erkennen läßt, 
die Natur dieser Ausnahmefälle erläutern, die eine überraschend 
große Mannigfaltigkeit darbieten: Es sei gegeben die Differenzen- 
gleichung*) 

(11) P(yJ=(a,a:*+62a;+Cj)A*y,+ (aiiB+Ji)Ay,+aoy,=«<o+«i^+«2^*> 

worin a^^^O vorausgesetzt werden kann, da sich sonst P(yJ durch 
die Substitution Aj^^ » u^ auf einen Differenzenausdruck erster Ord- 
nung in tt^ reduziert. Wir setzen an: 

und erhalten durch Vergleichung der Koeffizienten von x^, x\ x^ in 

(11) die drei Gleichungen: 

(Y + «i + «,)/Jj-a,, 

(12) j (a, + a,)ß,+ {h,+ l,^fiß, = «,, 

aus denen sich ß^, ß^, ß^ im allgemeinen bestimmen lassen. 

Ausnahmefälle: 
1. 2'+ai + % = 0, ao+a^ + O. 

In diesem Falle besitzt die reduzierte Gleichung P(y^ = als 
Partikularlösung eine ganze Funktion zweiten Grades; denn setzt man 
in den Gleichungen (12) «j = «^ = «^ = , so ist die erste von selbst 
erfüllt für ein beliebiges ß^, und aus der zweiten und dritten kann 
man sukzessive ß^ und ß^ durch ß^ ausdrücken, sodaß eine Lösung 
von der Form 

(13) y, = ß,(B, + B,x + '^^) 
resultiert.^) Setzt man in diesem Falle 

worin ß^ imd ß^ durch die Gleichungen 



1) W. 

2) Ißt allgemein m die kleinste Zahl, für welche aQ'\'ma^-}'m(fn — 1)0,^=^0 
ist, BO hesitzt die reduzierte Gleichung P(y^ == als Partikularlöaung eine ganze 
Funktion m'«" Grades, 
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bestimmt werden, so ergibt sich für z^ die Differenzengleichung 

dieselbe kann durch Variation der ^^Eonstanten'^^) gelöst werden unter 
Berücksichtigung des erleichternden ümstandes, daß die reduzierte 
Gleichung P{is^ *= die Lösung (13) besitzt. 

Es ist aber auch möglich, daß eine ganze Funktion höheren als 
zweiten Grades der Gleichung (11) genügt; setzen wir z. B. an: 

80 erhalten wir zur Bestimmung der Größen ßj^ die Gleichungen: 

(? + t + «.)a = o, 



Zunächst muß 

? + f + «, = 



sein, was zusammen mit 



a, 



^ + a, + a, = 



2 1 

Ol == — —tto, ag = ^<7o ergibt; femer muß 



sein^); alsdann lassen sich sukzessive ß^j ß^, ß^ aus den obigen 
Gleichungen bestimmen, während ß^ willkürlich bleibt und gleich 
NuU gesetzt werden kann, da ja noch die Lösung (13) der reduzierten 
Gleichung hinzutritt. 

2. ^^a, + a^ + 0, ao+ai = 0. 

Hier ist eine Bestimmung der ßj^ aus dem System (12) noch möglich, 
wenn 



1) 3. Kap.y V. 

2) lat -^ + &g — iT == ^ » 80 genügt der reduzierten Gleichung Piy^) = 

außer einer ganzen Funktion zweiten Grades auch eine Funktion dritten Grades, 
Bodafi ihre allgemeine Lösung bekannt ist. 

n* 
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d. h. 

(14) 







«s 




% 


«1 




«0 

2 


+ 


«i 


+ «, 


^ + 


6. 


«0 

2 








cfi 


2ai + : 


Sa, 


+ «0 



(- ß,), 



«1 25j + 26, — aj 



ist (es kann auch a^ ^ 2b^ + 2b^— a^ = sein); /S^ bleibt dabei will- 
kürlich und kann gleich Null gesetzt werden^ da in diesem Falle die 
reduzierte Gleichung als Partikularlösung die ganze Funktion ersten 
Grades 

besitzt^ die zur Lösung der vollständigen Gleichung hinzugefugt werden 
kann; alsdann folgt 



^0 = 



«0 ^i «1 



"« «.(^+6.-?) 



Besteht dagegen die Beziehung (14) nicht, so setze man 



worin 



y. - ßo + ßi{t) + ^.> 



a. „ «j e,a. 



A = „-^^ -, ß 



f +«.+«. "• «.(f + Oi + O.) 

ist; dann genügt z^ der Gleichung 

3. Y + «1 + «2 "= ; «0 + ^1 "== . 

Dann muß a, 4= sein, da sonst a^ = aQ = wäre; daher kann durch 
die Substitution a: = S + a, 3/^ + «=='^^, worin a eine Wurzel der 
Gleichung a^a^ -\- b^cc -\- c^ =^ ist, die Gleichung (11) in eme der- 
selben Art transformiert werden, in welcher Cg = ist; wir können 
also Cg =» voraussetzen. 

«) j^ + 6^^.|. + 0. 

Die reduzierte Gleichung P(y^) =» besitzt wie vorher die Partikular- 
lösung 
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Setzt man 



y. = ^0+^(2) + ««, 



worin 



or, ^ «0 



''»=,./ a' ßo-i 



ist^ 80 genügt v^ der Differenzengleichung 

ß) 6i+fe,-f = 0. 

Die reduzierte Gleichung P(yj^ — besitzt die beiden Partikular- 
lösungen 

sodaß ihre aUgemeim Lösung eine ganze rationale Funktion von x 
ist. Hier kann nur durch die Substitution 

das Glied Uq der rechten Seite von (11) zum Verschwinden gebracht 
werden; aber dafür gestaltet sich die Lösung der Gleichung (11) 
mittels Variation der ^^Konstanten^' durch die Kenntnis eweier Lösungen 
der reduzierten Gleichung besonders einfach. Da hier a^^ — a^, 

0, = -^, &i + 2>2 = Y ^^^ i^9i(^ den angegebenen Transformationen 
Cj = 0, «0 = ist, so lautet die transformierte Gleichung (11), wenn 
man noch durch a, dividiert und — = 6, — =«^1, — ^ Ä^ setzt: 

CSn Q>^ da 

(11*) {x^ + 6x) A«y, ^(2x + h- 1) Ay, + 2y^ == Ä,x + A^x\ 
Zwei Partikularlösungen der reduzierten Gleichung sind 

(1) X{X — 1) (2) , ^ — I 

daher lautet die allgemeine Lösung von (11*)^): 
darin ist 

„(1) 2/x (2) _ y^ 



1) 3. Kap., V. 



198 B. Eap. DifiFerenzengleichungen mit linearen Koeffizienten, 

wo 

also: 

(1) _ 2x + & — 1 (2) ^ __ a ?- 1 

^» '^ x{x + b) ' « ic + &* 

Der Ausdruck unter der ersten Summe U in (15) lautet^ in Partial- 
brüche zerlegt, 

« _|_ ßx + Y 



x + 1 ' (x + b){x + b + l)^ 

die allgemeine Lösung der Gleichung (11*) hat daher die Form 

y. = ^i-i^ + <a, (a; + ^^-) + Rix) + G,ix) Y(x) + G,(x) V(« + 6); 

darin sind co^ und (o^ willkürliche ,,Eonstanten^^, R(x) eiae rationale 
Funktion, Gj^(x) und G^{x) ganze rationale Funktionen von x und 

V(a;) = — J -• ^ Insbesondere ergibt sich für ft =- 1, -4^ = -4^ == 1 

als allgemeine Lösung der Differenzengleichung 

x(x+l)A*y^— 2xAy^+ 2y^^x + x^ 
die Funktion 

y^^2-(x^iy+ x{x + 1) Y(rr) + c^,x + (o,x'. 

B. Die rechte Seite ist von der Form ff-^F(t)dt. *) 

Wir wollen auch hier, wie bei den Differenzengleichungen mit 
konstanten Koeffizienten, den Fall betrachten, daß die rechte Seite 

von der Form f f~^F{t)dt ist, die vorgelegte Gleichung also lautet 
(in der symbolischen Schreibweise): 

[<p(D) + xi,{D)]{y;) =ff-'F{t)dt. 

Wir setzen wieder 

1) Vgl. 1. Kap,, n, C: Markcff, 1., S. 106; Nielsen, 1., S. 261; log bedeutet 
immer den natürlichen Logarithmus. 

2) Hey mann, !•, 1. c; W. 
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in die gegebene Gleichung ein und erhalten ähnlich wie früher 
unter a): 

Wir bestimmen nun V{t) durch die lineare Differentialgleichung erster 
Ordnung 

aus welcher sich mit Benutzung der früheren Bezeichnungen als 
Partikularintegral 

Vit) = l{t)f^{t) F(t) dt % beliebige Konstante) 
t 
ergibt, worin 

ist. Die Grenzen ^ und t^ müssen nun so bestimmt werden, daß 

[^+/*o(^-c^yi. . . {t--'aynfi^{()F{t)dt\ = 

'^ h 

wird; dann stellt 



eine Lösung der vorgelegten Gleichung dar, falls das Integral über- 
haupt einen Sinn hat. 

Ist das zweite Glied der vollständigen Laplaceschen Gleichung 
eine beliebige Funktion f{x)j so erhebt sich die Frage, ob man eine 
Funktion F{() durch die Funktionalgleichung 



ff'-^F{t)dt^f{x) . 



bestimmen kann; ähnliche Funktionalgleichungen sind durch die Unter^ 
suchungen von Vdterra, Le Boux, Pincherley Mdlin, besonders aber 
von Fredholm j Hubert, Erh. Schmidt u. a. (die sogenannten ,,Integral" 
gleichungen^') neuerdings in den Vordergrund des Interesses getreten; 
doch würde es den Rahmen dieses Buches überschreiten, näher auf 
dieselben einzugehen. 

Beispiel:^) Die Differenzengleichung 

(a + x){ß + x)y^^^ + (a + lx)y^^^ + cy^ = f{x) 

1) Heymann, 1., S. 815. 
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wird zunächst durch die Substitution 






V{a + x— 1) 

in die vollständige JjopZa^^sche Gleichung 

{ß + x)u^^^ +(a + hx)u^^^ + c{a + x— l)w^ « f{x) V{a + x) 

transformiert; die Lösung derselben hängt also von der Funktional- 
gleichung ' 

fi^-'' F{i) dt - f{x) V{a + x) 

ab. Ist insbesondere f{x) eine ganze rationale Funktion von x, welche 
nach den vorhergehenden Auseinandersetzungen im allgemeinen auf 
eine lineare Funktion Xq + tc^x reduziert werden kann, so zerfällt diese 
Funktionalgleichung mit Rücksicht auf die Identität 

{xQ + K^x)r{a-\-x) -^xr(a + x) + Xir{a + x+l) (x — Xo — aXi) 

in zwei ganz gleichartige, deren erste 

y V- * F(t) dt^x r(a + x) 

durch 

F(t) = xt^'e- '; ^^ « 0, ^ = oo {m{a+x) > 0) 

befriedigt wird. 



Neuntes Kapitel. 

Verlialten der Lösungen homogener linearer Differenzen- 

gleichnngen im UnendUchen. 

L Der Satz Ton JPoincare.^) 

Um den Sinn des Poin^^arefschen Satzes zn yerstehen, müssen wir 
einige Bemerkungen vorausschicken'): Es sei gegeben eine homogene 
lineare Differenzeogleichung mit konstanten Koeffizienten 

die Wurzeln a^j a^y . . .y a^ der charakteristischen Gleichung 

seien alle Yon einander verschieden und zwar 

Dann lautet die allgemeine Lösung unserer Differenzengleichung^): 

worin die (Oj^ willkürliche ^^Konstanten^^ (d. h. periodische Funktionen 
mit der Periode 1) sind; wir woUen aber hier der Einfachheit wegen 
nur solche Lösungen betrachten, in denen die (Dj^ wirkliche Konstanten 
sind, die wir demgemäß mit Cj^ bezeichnen. Es ist daher 

Vx 



.,.(, + , (^)- +... + C.Q)-) 



Geht nun x auf der positiven reellen Achse ins Unendliche, so wird 
im allgemeinen 



hm - « a^ . 

a; = eo Vx 



1) Foincare, 1.; W. 2) Vgl. Perron, 2., § 1. 

3) ia| bedeutet den absoluten Wert von a. 4) 7. Kap,, I. 
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Nur ausnahmsweise y wenn nämlicb c, •= ist, also für etwas 
weniger allgemeine Lösungen wird lim — *-— = a, ; fttr noch weniger 



XssflO 



S^x+l 



allgemeine Lösungen, in denen auch c^^O ist, wird lim «»Oj usf.; 

a;ssoe Vx 

für die eirmge Lösung y^ = c^a^ *) ist lim * "*^- = «^ . Der Quotient ^"^^ 

«=00 y« y« 

s^re&^ oZ^o, wenn x ins Unendliche wächst, im allgemeinen der größten 
Wwred der charakteristischen Gleichung zu. 

Dies gilt auch noch, wenn einige Wurzeln einander gleich sind: 
es sei z. B. n = 5, «j = «j, «3 = «4 ==* «5; laj > [aj|; dann ist*) 

also 



und daher wegen , — < 1 , falls nicht gleichzeitig c^ = und Cj =« ist, 



lim -*"^^ == a^ ; (wenn c^ «»Cj = 0, so ist lim - *-"*'^ = aA, 

« = 00 y« \ a; = eo Vx / 

Wenn zwei von einander verschiedene Wurzeln gleichen absoluten 

y +1 

Betrag haben, so gibt es Lösungen, für die der Quotient — — för 

Vx 

lim X =^ <X) überhaupt keinem Grenzwert zustrebt; denn ist etwa 
I «il «= «jI, so ist y^ = ^1«!*+ CjOfg* eine solche Lösung, für die der 

Grenzwert lim -"^^ nicht existiert; aber auch in diesem Falle gilt 

X s= 00 Vx 

noch der obige Satz, wenn die Wurzeln, welche gleichen absoluten 
Betrag besitzen, nicht diejenigen vom größten absoluten Betrage 
sind. — Nach diesen Vorbemerkungen kommen wir zu dem Satze 
von Poincare. 

A. Alle Wurzeln der „oharakteristisohen Gleichung** haben 

verschiedene absolute Beträge. 

Lehrsatz: Wenn in einer homogenen linearen Differenzengleichung 

(A) P(yJ = y,^„ + pi"-^V,+,_i + • • • + 2)f y, = 

die Koeffizienten p^^\ p^^\ . . ., p^~^^ endlichen Werten aQ, a^, ..., a^_i 



1) Lösungen, die sich nur durch eine multiplikative Eonstante unterscheiden, 
werden nicht als verschieden angesehen. 

2) 7. Kap,, I. 
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J3uslf^)€ny sobald die Veränderliche x auf der positiven reellen Achse ins 
ünendlicke geld^), und wenn die Wuredn «i, ««j, . • ., «„ der „charakte- 
ristischen Gleichunff^^ 

(B) i^" + ^»_i^-'+--- + ao = 

dem absoluten Werte nach von einander verschieden sind, und ewar 



so ist im allgemeinen 

lim -'+ 






af =00 i^x 



Beweis: Wir führen den Beweis für n = 3; dann lautet die vor- 
gelegte Differenzengleichung 

(i) «.+. + i'f «x+» + pi'^ «.+1 + /»f «X = , 

worin lim p^^^ = a^ (Ä; = 0, 1, 2) ist. Die Wurzeln cc, ß,y der Gleichung 

a; = oo 

(2) «»+aj«»+ai;f + ao = 

seien von einander verschieden und zwar «( | > | /) | > | ;' | • 
Wir setzen nun: 

(3) tt.- z,+ r.+ z„ 

(4) u,^, = ccX,+ ßY,+ rZ,, 

(5) M.^,= a«X,+ ^»r,+ y»Z,; 



1) Das ist z. B. der Fall, wenn die Differenzengleichung die Form hat 

^i'V,+. + Pi"-"y,+,-i + • • • + Pf y, = , 

worin die PJ*^ Polynome gleichen Grades in x sind. — Ist allgemeiner P^"~*^ 
(it SS 0, 1, . . ., n) ein Polynom Tom Grade /^ ss /^ -f- Arr, so kann man durch eine 
Substitution von der Form 

r 

t'sl 

erreichen, daß alle Koeffizienten denselben Grad lo-h^f^^n besitzen; wählt 
man die 5, als Wurzeln von PJ.®^ = 0, so hebt sich der Faktor (x — dj )...(« — b^) 
heraus, und alle Koeffizienten haben den Grad i^ ~{~ (^ — ^)^°^^n — ^- 1^^ 
1j^ as 2^ — kr (lo^^r), so erreicht man durch die Substitution 



^r 



//r(a;~6,-n + l) 

worin nun die 6^ Wurzeln der Gleichung P^^ = sind , daß sämtliche Koeffi- 
zienten den Grad l^ — r besitzen. (W.) 
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also: 
(6) 

(8) 



««+1 = 
««+» = 






AuB (4) und (6) bzw. (5) und (7) folgt: 

X«+x- aX,+ Y,^,- ßl,+ Z,^, - yZ.= 0, 

daher ist^ wenn K einen Proportionalitatsfaktor bedeutet^ 
(9) X,^,= aX,+ (ß-Y)K, Y,^, = ßY^+(Y-a)K, 

Femer ergibt sich aus (1), (3), (4), (5), (8), (9), wenn noch 



(«)..2 



(1) 



^'+jpr^^+i>r^+i> 



(0) 



PW 



gesetzt wird: 

(a-ß)(ß-y)iY-a)K- P(a)X,+ P(ß)Y,+ P(r)Z^. 

Setzt man diesen Wert für K in (9) ein und zur Abkürzung P(a) = j4, 
P{ß) = By P{y) = C, so ergeben sich die Gleichungen: 



(10) 



(äX^+BY^+CZ^), 



(11) Y^^,^ßY^+-^-^_^\^_^^-{ÄX^+BY^+CZ^), 

(12) 






(ß-7){r 

Für genügend große x werden die Größen JL, B, C beliebig klein; 
wir können daher eine positive Zahl € so wählen, daß, wenn gleichzeitig 



Y 
X ' 



wenn 



wenn 



X 
Y 

Y_\ \ Z \ 

z \' r . ' 



z 

X vz 

z^ 

X 



*)> £ ist, ! ^^^' : ! I* < 1 wird; 

■Ajp + i 



■■« I 



> a ist, 



•2^jf+i 



Z 



>^ ist, ,5*^^ 



■y^j < 1 wird; 
< 1 wird. 



^x 

ZJ 



1) In der Arbeit von Poincare, 1., sind diese Gleichungen unrichtig an- 
gegeben. 

3) Der Index x ist der Einfachheit wegen fortgelassen worden. 
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Es existiert nämlich eine von x abhängige positive Größe d derart, daß 
z. B. die mit ~, öt? ^r bzw. 7 ^rp^ ^^ , multiplizierten Größen 

A\, \B\ \C 



fOr genügend große x sämtlich kleiner als 8 werden 
und lim d «= ist; daher wird nach den obigen Voraussetzungen der 

CSS 00 

Quotient 



Q^ 






' < ^ Jr (aus (10) und (11)). 



-'(•+-r) 

I O I 

Wählt man nun eine positive Größe 6 derart, daß j -^ | < <y < 1 ist, 
und bestimmt s durch die Gleichung 

<j(i+4-)(i+ff) = «»i« 



^1, 



so wird auch lim £ = 0, und es ist 

X = eo 



Analoges gilt für die beiden anderen Quotienten. 

Wir nehmen nun x so groß an, daß die positive Zahl s kleiner 

als 1 wird. Wenn dann H die größere der beiden Größen 

bedeutet, so ist H eine Funktion von Xj welche in dem Interval. 

zwischen b und — stets abnimmt.^) In der Tat können mit Rücksicht 

auf die Ungleichungen b <.H <— und ^ £ < 1 ?wei Fälle ein- 

c 



'^\ und 



X 



treten: 












1. FaU: 
dann ist 




^- X > 


z 

X 


■ 

5 




'^i= ' >B 


Y 
X 


-^>^' ;z 


> 


X ^ 
y >S, 


Y 
Z 



>1>«, 



^x+l 



<i; 



also nach Obigem: 

I ^x-*- 1 i -^x I 

und daher H nimmt zwischen s und — stets ab. 
Z Fall: 



d. h. I J' 



H 



z^ 
I X 



> 



X ' 



1) Vgl. JHbm, 1. 

2) Wenn x in ganzzahligen Intervallen wächst. 
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dann ist 



X 
Y 



>\i\[—H)>'> 



also 









<i; 



>l>e, 



d.h. 



und daher H nimmt zwischen € und — stets ab. 

e 

Daraus folgt, da lim £ » 0, daß H mit unbegrenzt wachsendem x 



dfssflO 



gegen Null konvergiert^)^ es sei denn, daß H Yon einem gewissen x 
an stets größer als — bleibt, in welchem Ausnahmefalle H mit x ins 

Unendliche wächst. In diesem Falle nimmt ^ in dem Intervall zwi- 

1 ... 

sehen £ und — stets ab; denn es ist mit Rücksicht auf die Ungleichung 



S< 



Z 

Y 



< - entweder: 



1. J5r= 



Y 
X 



Z 



> V> ^» -V > ^J 



Z : 



>^, 



z 

X 



oder: 



Z^ 
~Y 



ix >l>«. 



2. S = 



X 



>^>e, ^4 



I Y 



Y 
Z 



Z^ 
X 



> 1 > *; 



Y 
Z 



>*, 



also in beiden, Fällen nach Obigem 



Y 



• -^ <r 1 



d.h. 



Y \ nimmt zwischen e und — stets ab; daher konvergiert 



Y 



mit unbegrenzt wachsendem x im allgemeinen gegen Null und nur aus- 
nahmsweise, wenn es nämlich von einem gewissen x an stets großer 

als — bleibt, gegen oo. 

Es sind also drei Fälle möglich: 
1. Allgemeiner Fall: 



limiZ = 0^), limj4 



lim 






u 



0; lim -^'- = a (aus (3) und (4)). 



1) Zunächst gilt dies nur, wenn x in ganzzahligen Intervallen X'{-iL(ji^=l,2y 8, . . .) 
wächst; da diese Abnahme von H aber für jedes x (von einer gewissen Stelle an) 
statt hat, so kommt in der Tat H für genügend große x der Null beliebig nahe. 
Bleibt beständig H<^s, so konvergiert wegen lim( = ebenfalls Jf mit un- 
begrenzt wachsendem x gegen Null. 

2) lim ^ lim . 



a; = oo 



x = » 
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2. AusndhmefaU: 












lim If — oOy lim 


X ., Z 
Y = lim y 


-0; lim "'*?-/?. 




3. Noch größerer Ausnahmefall: 




lim H= lim 


z 

Y 


-oo, 


iu.-f 


-lim-J'-O; lim **'♦' 

1 i4 1 M, 


= y 



Q. e. cL 

Dieselbe Schlußweise läßt sich auch auf Differenzengleichungen 
höherer als dritter Ordnung anwenden, doch ist dann naturgemäß die 
Zahl der zu unterscheidenden Fälle eine viel größere. Perron^) hat 
für ganzzahlige ^ ^ den Beweis des PoinccMreachen Satzes durch 
Methoden, die der Theorie der rekurrenten Reihen adäquat sind, für 
die n*® Ordnung wirklich durchgeführt, wobei allerdings fraglich bleibt, 



u 



ar+l 



t*. 



welcher Wurzel der „charakteristischen Gleichung^' der Quotient 

im allgemeinen zustrebt; in derselben Arbeit gibt er jedoch durch 
vollständige Induktion noch einen zweiten Beweis, der zwar viel kom- 
plizierter ist, dafür aber auch mehr leistet, indem er den Pomcare'schen 
Satz folgendermaßen präzisiert: Die Differenzengleichwng (A) hesüzt 

unier der Voraussetzung p^^ + (für a? = 0, 1, 2, . . .) » Fundamental- 
lösungen y^\ yf\ . . ., y^"^ von der Art, daß 



lim ^^1:^ 



a» 



ist. Daraus folgt, da für i <iJc nach Voraussetzung \a^\ > ]aj^\ ist, 



also: 



1,- y^ + i 






yik) 



Ofi 



-!-,<!, 



'f I 



1™ -777 = 0, 



und daher: 



x=cc yjp 



Um — 7—m -.- = «y (y 



Xsoo 



"rvi^'' +«,+iyr'^ + - + ««y 



X 



1,2,. ..,n). 



1) Perron, 1. 

2) Bei der BeschränkaDg auf ganzzahlige x sind die willkürlichen Größen Cj^ 
wirkliche Konstanten. 
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Insbesondere folgt fiir 1/ = n, daß für eine (.bis aaf einen kon- 
stanten Faktor) eitusige Partikularlösung y^^' die Beziehung 

lim —7-7- = a^ 

gilt, worin a^ die Meinste Wurzel der ^^charakteristischen Gleichung'' 
ist^ entsprechend unserer Bemerkung über die Differenzengleichungen 
mit konstanten Koeffizienten. Diesen Satz hat (für den Fall, daß die 

Koeffizienten p^^ rationale Funktionen von x sind) bereits Pincherle^) 
gefunden; er nennt die zur kleinsten Wurzel der Gleichung (B) ge- 
hörige Partikularlösung die ^,ausgejseichnete Löstmg^^, 

B. Die charakteristische Gleichung besitzt Wurzeln von gleichem 

absoluten Betrage. 

Aus dem Beweisgange des PoincareBchen Satzes geht hervor^ daß 
derselbe auch noch gilt, wenn einige Wurzeln der Gleichung (B) 
gleichen absoluten Betrag besitzen, vorausgesetzt, daß dies nicht 
Wurzeln vom größten absoluten Betrage sind, also in unserem Falle, 
wenn |i9|=^|y|,|a|>|/3| ist; auch hier ist im allgemeinen (d. h. wenn 

nicht bestandig -ff > - bleibt) lim -^-^ = a. 

ar = 00 •*» 

Ist nicht nur \ß\ = \y\f sondern auch ß ^ y, so setze man: 



"x 



^, = a»x, + ^«(i + |)r,+ ^»z,, 



woraus 



**x+l = ^x+1 + ^x + l + -^x + l > 

"x+J = «^x+1 + ß{^ + x-\-l) ^'+1 + ^'^«+» ' 

folgt. Setzt man ferner: 



1) Pincherie, 8. 
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80 ergibt sich 

worin Ä\ B\ C lineare Funktionen von A, B, C sind, deren Koeffi- 
zienten Yon X^y Y^ und Z^ abhängen. Die Größen Ay B, C konver- 
gieren gegen Null, wenn x ins Unendliche wächst, und, wie die 
vorigen Betrachtungen zeigen, im allgemeinen auch A\ B\ C'\ daher 
ist im allgemeinen: 

lim^'=0, lim|^ =0:lim'*'^*-a. 

Dagegen gilt diese Schlußweise nicht mehr, wenn einige Wurzeln 
vom größten absoluten Betrage einander (absolut genommen) gleich 
sind, wenn also a = j5 1 > y ' ist (dahin gehört auch der Fall a = /3) ^). 
In der Tat existiert in diesem Falle, wie Perron^) an geeigneten Bei- 
spielen zeigt, für die allgemeine Lösung überhaupt kein derartiger 
Grenzwert, und wenn alle Wurzeln gleichen absoluten Betrag haben 
(bzw. einander gleich sind), so kann es vorkommen, daß für keine 
einzige Lösung ein solcher Grenzwert existiert (im Gegensatze zu den 
DifiTerenzengleichungen mit konstanten Koeffizienten). 

Aber selbst in diesen Fällen gilt noch der folgende allgemeine 
SaUf^): Ist a eine Zahl, die dem absoluten Werte nach größer ist als 

alle Wurzeln der „charaJderistischen'' Gleichung von (A), so ist lim ?^ =- 0. 



a 



Beweis*"): Man kann zwei Zahlen b und c derart angeben, daß 
c I < 1 6 ! < ; a I und c größer als der absolute Betrag sämtlicher 
Wurzeln der Gleichung (B) ist. Alsdann betrachten wir diejenige 
Differenzengleichung (« + 1)*®' Ordnung 

welche außer den sämtlichen Lösungen der Gleichung (A) noch die 
Lösung 0^ besitzt, sodaß ihr allgemeines Integral lautet: 

u^=a)C'+y^y 

worin co eine willkürliche „Konstante*' und y^ das allgemeine Integral 

1) Die entsprechenden En^wickelungen von Poincare (1. c.) sind daher un- 
richtig. 

2) Perron, 2., § 2, nnd eine briefliche Mitteilung an den Verf. W. 

3) Poincare, 1. c. 

^) W. (vgl. den entsprechenden Beweis von Poincare (1. c.) für Differential- 
gleichungen). 

Wallenberg: Lineare Differenzengleickungen. 1-4 
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von (A) ist^). Die zu (A*) gehörige ^^charakteristische'^ Gleichung 
lautet 

(B*) (g-c){ß^+ a,_iif«-*+ • • • + a^^ + ao) = 

und besitzt außer den Wurzeln der Gleichung (B) noch die Wurzel c, 
die dem absoluten Betrage nach größer ist als alle anderen; folglich 
gilt nach dem Hauptsatze für das allgemeine Integral u^ von (A*) 

die Beziehung lim ^^* = c. Für einige Partikularlösungen von (A*) 

« = 00 ••ä' 

kann allerdings eine Ausnahme von dieser Regel eintreten^ insbeson- 
dere fflr die Lösungen der Gleichung (A) selber. 

Von einem gewissen Werte rr^ der Veränderlichen x an ist nun 



«*ar+i 



^x - 



< 6, 
und daher für x =^ Xq-\' v {y positive ganze Zahl): 

also 

J < 2^x 6 " • — ; 

folglich ist, da j - 1 < 1 , 

lim "j = 0, 

:r = oo«' 

wenn x in ganzzahligen Intervallen wächst.^) 

Diese Beziehung gilt auch für die oben erwähnten Ausnahme- 
lösungen ^ da eine solche Lösung stets als Differenz zweier nicM ex- 
zeptioneller Lösungen von (A'^) dargestellt werden kann; sie gilt also 
insbesondere auch für aJXe Lösungen der Gleichung (A), d. h. es ist 

lim h = 0. Q. e. d. 

JS = 00 * 

Für den Fall, daß alle oder einige Wurzeln der Gleichung (B) 
gleichen absoluten Betrag besitzen, haben Ford^) und F&'ron*') nach 
verschiedenen Richtimgen tiefgehende Untersuchungen angestellt; die- 
selben in extenso wiederzugeben, würde den Rahmen dieses Buches 

1) Vgl. 2. Kap,, VI; es ergibt sich 

r^ = c , also' lim r^=^c , 

X n _ * 



y-pWc-^ 



* '=" 



X 

k = 



2) Vgl. die Bemerkung 1 am Schlüsse des Werkes. 

3) Ford, 1. 4) Perron, 2., § 3. 
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weit überschreiteD, doch sollen wenigstens die beiden Haupttheoreme, 
die sich allerdings nur auf ganzzahlige x^O beziehen, ohne Beweis 
hier mitgeteilt werden. 

I. Säte von Ford: Wenn in der Differenzengleichung (A) der 

Koeffizient p^^ (Ä = 0, 1, . . ., n — 1) mit unendlich wachsendem x derart 
gegen die Grenze a^ konvergiert, daß die Differenz p^^ — a^ von der- 

selben Ordnung unendlich Mein wird wie der Ausdruck — -, wo r(x) 



X 

00 



^5n t(x^ 
eine solche positive Funktion von x ist, daß die Reihe > - kon- 

vergiert (z.B. r(a?) = --, i+v(^>^) ^A^ w^^w femer a^ + O 

ist und die Wurzdn a^, cc^, - . -y cc^ der Gleichung (B) von einander ver- 
schieden sind, aber alle denselben Modul q haben, so nimmt die all- 
gemeine Lösung von (A) für ganzzahlige Werte voti x, die größer sind 
als eine bestimmte Zahl, die Form an: 

tvorin c^, c^, . . ., c^ willkürliche Konstanten sind, während e^ für 
x^ oo von derselben Ordnung unendlich klein wird wie der ÄtAsdruck 



00 



'^ri t(x ) 

> * • — Besitzen nicht alle Wurzdn denselben Modul und sind 
^Li x^ 

«1, «2» • • •> «A (^<*0 diejenigen, deren Modul den kleinsten Wert q 
hat, so existiert eine Partiktdarlösung , die für ganzzahlige x oberhalb 
einer gewissen Grenze die Form 

y,- c^a^ + c^a^ +"- + Cj,a^+ q^'e^ 

annimmt (Sind nicht alle Wurzeln von einander yerschieden, so treten 
entsprechende Modifikationen dieses Satzes ein.) 

IL Satz von Perron: Sind 5i, 3», . • ., ^a ^^^ von.einander verschie- 
denen absoluten Beträge der Wurzeln der „charakteristischen^' Gleidmng 
und ist e;i die Anzahl der Wurzdn vom absoluten Betrage g^, wobei 
mehrfache Wurzdn auch ihrer Vielfachheit entsprechend zu zählen sindy 
sodaß e^+ e^+ ' ' ' + e„^ n ist, so besitzt die DifferenzengUichung (A), 

sofern ihr letzter Koeffizient p^^ für alle (ganzzahligen nicht negativen) x 
von Null verschieden ist, ein Fundamentalsystem von Integralen, die 
derart in 6 Klassen zerfallen, daß allgemein für die Integrale der 
V^ Klasse (deren Anzahl gleich e^^ ist) und deren lineare Verbindungen 
die Beziehung 

limsup ty^ =^; 

« = 00 

statthat 

14* 
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C. Die Wurzeln der »^oharakteristischen" Gleichung sind sum Teil 

unendlich oder sämtlich gleich Null.') 

Wir betrachten die Differenzengleiohung 

(C) p^V,+. + Pt''y,^n-i + ■•■ + Pi^'y.^! + ^Ty.- o, 

worin die P^*^ Polynome vom Grade p^ sind; ist dann p^ kleiner als 

p(*) 
irgendein p^ (t<^), so wird lim —-. und daher im allgemeinen auch 

lim -^^ unendlich . groß. In diesem Falle setzen wir, um die Ord- 

x — oo ifx 

nung des Unendlichwerdens zu eruieren, 

worin die reelle positive Eonstante fi so zu bestimmen ist, daß 



u 



lim — ^- endlich bleibt. Dadurch wird die Gleichung (C) transfor- 

« = 00 X 

miert in 

-»(» - 1) „(» - ») 

I ^X I "x ■ 

p(Jt) 
worin p^ =« — * ist. Die Größe ft muß nun so bestimmt werden, 

X 

daß die Ausdrücke 

(^») f^Ul^f (*=o,i,...,»»-i) 

für a; = cx) alle endlich bleiben, ohne alle gleich Null zu sein. Der 
Grad des Ausdruckes (13) in x ist 

daher muß für fi der kleinste Wert gewählt werden, der den Un- 
gleichungen 

(14) Pn+f^^>:Pk+f^^ 

genügt. Wenn man für fi gerade diesen kleinsten Wert wählt, so 
werden alle diese Ungleichungen erfüllt sein und mindestens eine der- 
selben wird sich auf eine Gleichung reduzieren; daher werden alle 
Ausdrücke (13) für a: = oo einer endlichen Grenze zustreben, die min- 
destens für einen dieser Ausdrücke nicht gleich Null ist. 

1) Poincare, 1., S. 238—239. 
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Man kann diesen kleinsten Wert von ft auf folgende Weise 
graphisch finden: , man markiert alle Punkte, welche als Abszisse h 
und als Ordinate pj^ haben; darauf konstruiert man das konvexe, so- 
genannte Net/ptonBüAiQ Polygon, welches alle diese Punkte einschließt; 
diejenige Seite des Polygons, welche im Punkte (n, p^ endigt, gibt 
dann durch ihren Richtungskoefiizienten (zur nega- 
tiven Richtung der X-Achse) den gewünschten Wert 
von ^. 

Beispiel: p^ 

Die Punkte A, B, C, 2), £, F entsprechen bzw. JL 

den Polynomen Pf, P^\ P^\ Pf, P<'> Pf ; der ^ 

Richtungskoeffizient der Seite AC (gegen die nega- 
tive X-Achse) gibt den gesuchten Wert von ft, also hier ft^i* 

Ist alsdann c^ die Grenze des Ausdruckes (13) fQr a;"-(x>, so 
bilde man die Oleichnng 

(D) 2r» + c,_i^-^ + . . . + c^^ + Co= 0; 

ist a diejenige Wurzel dieser Gleichung, welche den größten absoluten 




Pig. B. 



Wert hat, so ist im allgemeinen lim 



Z = oo 






a, also: 






■u ^, ^ 1 



=«.») 



Ist femer p^ gröner als alle p^ (ft = 0, 1, . . ., w — 1), so sind alle 
Wurzeln der „charakteristischen^^ Gleichung gleich 0, da 



an-i=«n-2^ ^0^0 = 



ist. Um auch in diesem Falle das Verhalten des Quotienten 



Vx + l 



für 



jr; « oo zu ermitteln, muß man wieder nach der ^ben angegebenen 
Methode den kleinsten Wert von^ aufsuchen, der den Ungleichungen (14) 
genügt; dieser Wert wird diesmal negativ sein. Setzt man 



1) Perron (4. u. 6., Speiialfällc 8., S. 462 u. 469; vgl. Nörlund, 8., S. 16—17) 
hat auch diesen Satz dahin präzisiert, daß jede Polygonseite durch ihren Bich- 
tongskoef&zienten einen Exponenten fi liefert; und zwar gibt die zu jeder Poljgon- 
seite gehörige Abszissendifferenz die Anzahl der Partikularlösungen an, die ,,zu 
dem betreffenden Exponenten /ti gehören*^ (Die Bedeutung dieses Ausdruckes 
möge aus den zitierten Arbeiten von Pen'on und Nörlund ersehen werden.) In 
dem obigen Beispiel gehören zwei Lösungen zum Exponenten ^^ und drei zum 
Exponenten ^. 
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so wird die Gleichung (C) 



*=0 



man bilde nun wieder die Gleichung (D): ist dann a die Wurzel vom 
größten absoluten Betrage^ so wird im allgemeinen: 

lim — — ar"^ = a {fi ist negativ!). 

4f = 00 ifx 



Vx + l 

D. Der Grenzwert des Quotienten - - für x = — cx): 

Verhalten der Adjungierten.^) 
In der Differenzengleichung 

(A) y,+„+ pi""'^.+»-i + • • • +pTvr'' 0, 

deren Koeffizienten jetzt rationale Funktionen von x von gleichem 
Zähler- und Nennergrade sein sollen'), setzen wir 

X t — n, j)i*)_^ -gf^ (Ä = 0, 1, ...,n-l) und y.,= w,; 

dann wird dieselbe: 

w,+ 3/«~i)w,^i + • • • + (?Ww,^,== 0. 
Da lim g/*^ = a^ ist, so lautet die „charakteristische^^ Gleichung: 
a^0^' + a^z^-'' + ' ■ . + a^_^z + 1 =» 0; 

ihre Wurzeln sind reziprok zu den Wurzeln der Gleichung (B), 
und es ist: 

— I > > • • • > 

Daher wird nach dem Satze von Poincarc im allgemeinen: 



lim 



Wf + n 1 



1) w. 

2) Allgemeiner können die p^^ in der Umgebung von a; = oo konvergente 
Potenzreihen von der Form 

Px^-H+''^'" +^+-' (A=0,l,...,n--1) 

X X 

sein. 
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oder 

,. Vx 1 

lim = — , 

x=-oa y.T + 1 "» 

d. h. 

lim = a. . 



j*=~-oo ^o: 



GreA^ a/so a? auf det- negativen redien AcJise ins Unendliche, so kon- 

* vergiert der Quotient *^^ im allgemeinen gegen die kleinste Wurjsel der 

charaJcteristischen Gleichung. (Auch hier treten die früher augegebenen 
Präzisiemngen ein; die volle Aufklärung des Sachverhaltes werden 
aber erst die Untersuchungen des 10. Kap^ III bringen.) 

Betrachten wir endlich die „Adjungierte" zu (A) (3. Kap.^ IV, 

Gl- (6); ^*+i = %7 Px^'^ statt i)i*^ gesetzt): 

I (»-1) I («-2) , I (0) A 

80 iet auch hier: 



■ li™JP."i.* -"««-*' (*=1>2, ...,n), 

also die charakteristische Gleichung wie vorher: 

a^z^ + a,z--'+' • . + a^^^z + 1 = 0, 
und daher im allgemeinen: 



lim = — , 

ap = » "x n 



lim 



^x+l 1 



X='-v> *^X ] 



n. Anwendungen des FoincareHehen Satzes. 

A. Approximative Lösung homogener linearer Differenzen- 

gleichungen. ^) 

Es sei vorgelegt die Differenzengleichung 

(A) y.^n+pt"'y.^n-i+- • •i>f y, = 0, 

in welcher die Koeffizienten ^^*) endlichen Grenzen a^. (Ä = 0, 1, ...,n— -1) 
zusti-ebeU; wenn x auf der positiven reellen Achse ins Unendliche 
wandert. Die „charakteristische" Gleichung der Adjungierten von (A): 

\ / * • / * + 1 X + 1 ' i Ä 4- 2 X -I- 3 ' ' ^^a? 4- n ^0? + » 



1) Pinelierle, 7. 



216 d. Kap. Verhalten der Lösungen h. 1. Differenzengleichungen im Unendlichen. 

lalltet (nach I, D d. Kap.): 

a^z- + aiir«-i+ • • • + a^_^e + 1 - 0; 

von ihren Wurzeln Qj^ (fc = 1, 2, . . ., n) möge eine einen größeren 
absoluten Betrag als alle anderen besitzen: 

I Pi 1 > I P« i ^ I Ps I ^ • • • ^ I (>« I ■ 

Dann gilt nach dem Satze von Poincare für das allgemeine Integral 
von (A') die Beziehung: 



V 



x+i' + l 



und nach den Auseinandersetzungen des Abschnittes I^ A d. Kap. kann 
man ein Fundamentals jstem von Integralen ^g\ ^g\ -"} ^^^ <iör 
Gleichung (A') derart auswählen^ daß 

lim '■^^+' 



•' = * ^X+V 



für Ä' == 1 gleich p,, dagegen für A: = 2, 3, . . ., n gleich einer der 
anderen Wurzeln p,, pj, . . ., p, wird. 

Betrachten wir nun die Gleichung (A') als die ursprüngliche 
Differenzengleichung, so ist ihre Adjungierte nach dem 3, Kap., lY, a), 

S. 85, die Gleichung (A) selber und yj*^ = u^^^ (Ä:= 1, 2, . . ., n), worin 

ein Fundamentalsystem von Integralen der Gleichung (A).^) Zwischen 
den Funktionen xii^ und v^ bestehen zunächst^) die Beziehungen: 



^x x + r ' ' * « + r ' "^ •^os x + r | i 



0, wenn r < n — 1 , 
wenn r = n — 1 ; 

da sich aber t;^*j« + , (i^^'O, 1, 2, ...) mittels der Gleichung (A') linear 
durch vf*^, vi*i,, . . ., vi*l , ausdrücken läßt mit Koeffizienten, die 

X * x+i* ' X + n — 1 ' 

rationale Funktionen der 'p'^ und ihrer sukzessiven Werte sind, so 
ist allgemein 

(1) A<"- yu'^'-'i 

V / X ^^ X XJfV 



eine rationale Funktion der 7/*^ und ihrer sukzessiven Werte: 



1) ?. Kap., I, C; 5. Kap., IV. 
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(2) 
z. B. 






X j^^ X x-\-n 



„(1) 

„(oT ' 

'^x-\-n 



ibal 



«(0) "^ -,(0) ^(0) ? "^^' >^ 

y« + »+l J'« + ii -Paf + n + l 



Da die X^^ nur Ton den Koeffizienten der Differenzengleichung (A) 
abhängen y so ist die Wahl des Fundamen talsystems von Integralen 
der Gleichung (A) nnd ihrer Adjungierten, mit denen man sich die 
Ausdrücke (1) gebildet denkt, ganz gleichgültig, imd lediglich die 
rationalen Ausdrücke (2) sind es, die man wirklich herzustellen hat. 

Aus (1) ergibt sich nun: 



4'> 



(*) „ (*) 

X ^x-^v 






oder 



(3) 



n 






u 



(0 



+ H 



V 



(2) 
x-\-v 



(2) 



H 1- H 



(n) 

X 



V 



(1) 



(2) 



(2)~ 



, d) 



x+v 






4_u(*) 



«+ V 



(*) 



IS^ach den über die v^ ^ gemachten Voraussetzungen ist aber 



,(*) 



lim 

VssCO 



V 



(1) 



'x + v + 1 ^x+v+l . 



und folglich 






V 



(1) 



^1 
9i 



<1, (* = 2,3,...,n) 



lim 



x+y 

"(1)' 



0. (* = 2, 3,...,») 



1) Der tiefere Grund dafür, daß die Größen ^ti"^ =^t*i*^ t;^*! ,. aioh durch 

die Koeffizienten der Differenzengleichung (A) und deren sukzessiTe Werte rational 
ausdrücken lassen, liegt darin, daß die Funktionen u^*^ und v^^^ kontragrediente 
Systeme hilden (ygl. z. B. Schlesinger, Handbuch der Theorie der linearen Diffe- 
rentialgleichungen, Bd. I, S. 64 — 66) und daher Ij^^^ bei entsprechenden (reziproken) 
linearen Substitutionen der uj^^ und v^*^ inyariant bleibt, sodaß das Analogen 
des ^ppe^Zschen Satzes (siehe 4. Kap., I) in Kraft tritt. — Für die rekursorische 
Berechnung der Xj,^^ vgl. PincherU, 6., 8. Teil. 
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Geht man daher in der Gleichung (3) zur Grenze für r = oo über, 
so erhält man 

1 • X X 

betrachtet man also die Gleichung (3) ftlr genügend große Werte 

von V, 80 ergibt der Quotient A^*^"/^ : ^^J\ welcher nach (2) eine 

rationale Funktion der Koeffizienten von (A) und ihrer sukzessiven 

Werte ist, einen angenäherten Ausdruck für wj^^^cw^^^ d. h. das 

Partikularint^gral y^^^ = u^J]^ ^ der vorgelegten Differenzengleichung (A) 

ergibt sich auf approximativem Wege ,,durch Quadratur'^, d. h. als 
Lösung einer homogenen linearen Differenzengleichung erster Ordnung}^ 

Sind die p^ insbesondere rationah Funktionen von x, so ist auch 

A^'~/^ : X^'^ eine rationale Funktion von x (= a==^ |, sodaß u^^^ 

sich approximativ durch einen Ausdruck von der Form 



a' 



IJrix-a,) 



JJr{x - 6,) 

darstellen läßt.^j 

Die hier gegebene Lösungsmethode für homogene lineare Diffe- 
renzengleichungen ist analog der Bem(mlli-Laffrange86hen approxi- 
mativen Auflösung einer algebraischen Gleichung mittels der Quotienten 
zweier aufeinanderfolgender Sumnlen von Wurzelpotenzen. 



B. Lösung homogener linearer Differenzengleichungen 
zweiter Ordnung durch Kettenbrüche.^) 

Ahnlich wie man die Wurzeln einer quadratischen Gleichung 
durch Kettenbrüche dargestellt hat, kann man auch für die Lösung u^ 
einer homogenen linearen Differenzengleichung zweiter Ordnung den 

Quotienten in einen Kettenbruch entwickeln: Dividiert man näm- 

lieh beide Seiten der Differenzengleichung zweiter Ordnung 



1) Man sieht leicht, daß dieses Partikularintegral die (bis auf eine ,,Kon- 
staute*^ bestimmte) ^^ausgezeichnete Lösung^^ von (A) ist (vgl. S. 208). 

2) Vgl. 1. Kap., II, C. 

3) Nörhmd, 1. u. 8.; W. 
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durch u^^i, so erhält man: 



also: 






K + -- ■ 



^+1+- 



«*+* 



V 

Auf äbDÜch^ Weise hat bereits Gauß^) für die hypergeometrische 
Reihe F(a, ß^y^x), die ja, wie er in derselben Abhandlung^) zeigt, 
als Funktion der Parameter a, ß, y aufgefaßt, linearen Differenzen- 
gleichungen zweiter Ordnung genügt, die Quotienten zweier „benach- 
barter" Funktionen 

Fia/ß,r,x) ' F(a,ß,Y.x) ' ~Fla,ß,y,x) ' 

/Y«^ 1,^+1, 7, a:) F{cc^,ß-l,Y,x) 
F{a,ß,y,x) ' ' F{a,ß,y,x) 

durch Kettenbrüche dargestellt. Es fehlt aber bei dieser direkten 
Methode der allgemeine Konvergenz beweis; speziell für die 6au/8 sehen 
Reihen haben Riemann^), ScJUömilch^) u. a. die Konvergenz der un- 
endlichen Kettenbrüche bewiesen. 

Die im folgenden dargelegte Enwickelungsmethode hat den Vor- 
zug, daß sie, von einer IdmUtät ausgehend, gestattet, unter hin- 
reichend allgemeinen Bedingungen den Beweis für die Konvergenz der 
hier auftretenden Kettenbrüche in verhältnismäßig einfacher Weise zu 
erbringen. Setzt man 



so ist 



^k •^* -h 2 ^* + 1 ^4 + 8 



^n "" ^k ^i fc+1 ^ ^A 4-g 

^» "~ ^i -I- 1 ^* ~ ^* + 2 



«?A = 1- «-— (*-l, 2,...,w-3), ü„_, = 1, 



^'i + l 



1) Gaw/8, 1., 2. Abschnitt. Nr. 12—14. 

2) 1. c, 1. Abschnitt, Nr. 7—11; vgl. 10, Kap., II. 

3) Werke, XXDI, S. 424 ff. (2 Aufl. 1892V 4) Algebraische Analysis, § 70. 
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und daher identisch: 

(4) t^i-1- '\ 

* . - *ir> 

Es sei nun die DifferenzengleichaDg zweiter Ordnung 

(5) yx+2 +-P,yx+i + fcy, =- o 

gegeben; worin p^ und q^ rationale Funktionen von gleichem Zahler- 
und Nennergrade sind, sodaB 

lim jP^ = c^i , lim q^ = a^ (a^ u. a, endliche OröBen) 

«e±oo x=±oo 

ist, und es möge die ,,charakteristische^^ Gleichung 

(6) z^+a^jg + a^ = 

Wurzeln von ungleichem absoluten Betrage besitzen: |a|>j3|. 
Sind 2^^^^ und y^^ zwei Fundamentallösungen der Gleichung (5), 
so ist*): 

«(») „(») _ ««) «w 





^' y^'^ y^'U - y?' y^'U 


Setzt man nun 








so wird 









daher ergibt sich, wenn noch n + 2 an Stelle von w gesetzt wird, 



1) ITjie^e. Den endelige Kjaedebrökfunktions Teori, Tidskr. for Math. (2) 
6 (1870). 

2) 2, Kap., m. 
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und folglich ays (4): 

^af + 2 

Die rechte Seite dieser Identität enthält nur die Koeffizienten der 
Gleichung (5) und deren sukzessiye Werte^ ist also von der Wahl 

der Fundamentallösungen y^^ und y^^ ganz unabhängig. Wir denken 
uns nun y^^ und y^^ so gewählt^ daß 

lun ^(^j = «, hm -r^ ß^) 

wird, was nach Nr. I, A dieses Kap. stets möglich ist; dann ist 



lim 
und daher 



t/W t/^^^ ' 1 Ä 






W 



a 



lim -'t- = 0. 



Folglich wird für n = cx> der unendliche Kettenbruch 

«W 

Ganz analog findet man, wenn wieder y^^^ und y^^^ zwei Fundamental- 
lösungen der Gleichung (5) sind, die Identität: 





«*. 


-1 


-2 














«*- 




Par 


-2"" 


Px- 


•3 


^^^ ■ 




9x- 












• 




»■hl 














Px 
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Nun kann man nach Nr. I, D dieses Kap. die Lösungen y^^ und 
y^^^ so wählen, daß 

^:^ 2far-n-l 1 i- Vx-n-l 1 

lim —,- = — , lim — 7^. — = -j 



1) Vx^y die sogenannte „ausgezeichnete Lösung", ist bis auf eine „Kon- 
stante'' bestimmt (vgl. den Schluß von I, A dieses Kapitels). 
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wird; dann ist 



hm . .,c • - ri^ = < 1 ) 



und folglich 



lim%7-==0. 



Daher wird für w =- oo der unendliche Kettenbruch 

yx+i 

• Für a:=-cx) wird jp,«i?^ii=p^i,==...-ai, gr^=g^^^«g,^,«...«aj, 

lim Z;^'^ « ß und folglich lim JT^*^ = ^ ; denn Gleichung (7) liefert 

für o; = oo die bekannte Kettenbruchentwicklung der kleineren Wurzel 
der quadratischen Gleichung (6) und infolgedessen Gleichung (8) mit 
beliebiger Annäherung die Kettenbruchentwicklung des reziproken 
Wertes ihrer größeren Wurzel. Daraus ergibt sich gleichzeitig, daß 

K^'^ und 1 : K^'\ d. h. 't^' «nd - ^t^' nicht identisch gleich sind, 

* •* yW y\^) ^ ' 

sodaß yj*^ und y^^ sich nicht durch eine bloße „Konstante^' unter- 
scheiden. Die beiden für alle (reellen) x konvei^enten Kettenbrüche 
K^^^ und K^^ (n =« cx>) ergeben also mittels „Quadratur'' die beiden 

Fundamentallösungen yj*^ und yj'^ der Differenzengleichung (5). — 
Über die Verallgemeinerung dieses Resultates vgl. Nörlund, 1. und 3, 



Auf Grund der Pommrcschen Untersuchungen (Nr. I, A und C) 
hat Horn^) für die Lösungen einer homogenen linearen Differenzen- 
gleichung, deren Koeffizienten für o; » oo endliche Grenzwerte besitzen, 
und aUgemeiner einer Differenzengleichung 

!/.+n+ ^i>i^^y,+n.i + ^"i>i'^y.+»-2 + • • • + ^"*i>i"^y, == 0, 

worin 



konvei^eüte oder asymptotische^) Reihen sind, — falls die Wurzeln 
der „charakteristischen" Gleichung verschiedene absolute Wert.e haben 



1) Hörn, 1. 

2) Über diesen Begriff vgl. 10. Kap., I, B, 2., Schluß, und III, Schluß. 



II. Anwendungen des Poincar^ sehen Satzes. B. 223 

und bei Beschränkung auf positive ganzzahlige x — asymptotische, 
nach fallenden Potenzen von x fortschreitende Potenzreihen aufgestellt. 
Wir werden indessen — für den Fall^ daß die Koeffizienten rationale 
Funktionen (vgl. die Anmerkung zu I, A dieses Kap.) oder konvergente 
Fakultatenreihen sind — die FahUtätenreihm vorziehen, welche dem 
Wesen der Differenzengleichungen angemessener zu sein scheinen, 
indem ihre Koeffizienten sich leichter berechnen lassen, welche femer 
die Beschrankung der Variabilität von x unnötig machen und endlich 
unter Umständen wirklich konvergieren (vgl. 10. Kap,, III und IV); 
durch diese Entwickelungen wird gleichzeitig der Ponicaref sehe Satz 
in dem Falle rationaler Koeffizienten eine strengere Begründung 
und Piitzisierung (vgl. den ersten Perro« sehen Satz in Nr. I, A) 
erfahren. 



Zehntes Kapitel. 

Integration der linearen Differenzengleichnngen 

dnrch Reihen,^) 

Einleitung: Die Potenzreihe; das sonst so allmächtige Instrument 
der Analysis, versagt im allgemeinen bei der Integration der linearen 
Differenzengleichungen, und zwar aus leicht ersichtlichen Gründen: 
Wenn eine Potenzreihe ^{x) auch z. B. in einer gewissen Umgebung 
von x=^0 konvergiert, so braucht 5ß(a; + r) (r=l, 2, ...) nicht zu 
konvergieren, sodaß ein direktes Einsetzen derselben in die Differenzen- 
gleichung im allgemeinen unmöglich wird. Aber selbst, wenn man 
weiß, daß ^{x) eine ganze transzendente Funktion dafsteUt, also in 
der ganzen Ebene konvergiert, wie z. B. die Funktion Q{x) (vgl. 
1. Kap., II, G), so erhält man durch direktes Einsetzen der Reihe in 
die Differenzengleichung für die Koeffizienten unendlich viele Glei- 
chungen mit unendlich vielen Unbekannten; und wenn diese auch 
durch die Untersuchungen von Hilly Poincare, H, v. Koch^ CoBzaniga u. a. 
über unendliche Determinanten der Behandlung zugänglich gemacht 
worden sind, so sind doch die Resultate entweder nicht einfach genug 
oder überhaupt unbrauchbar, indem die Determinanten im allgemeinen 
nicht konvergieren. Dagegen können indirekt, d. h. aus anderen Dar- 
stellungen der Lösungen, z. B. aus IntegraldarsteUungen und den später 
zu behandelnden Partialbruch- und Fakultätenreihen, nachtr^lich brauch- 
bare Potenzreihen hergeleitet werden. 

Wollte man z. B. für die Funktion ^(a;) = r(a:)- P(ic)*), von 
der man weiß, daß sie eine ganze transzendente Funktion ist und 
der Differenzengleichung 

genügt, direkt eine Potenzreihe aufstellen, so könnte man die Glei- 
chung (1) zunächst durch die Substitution y^-^^'^w^ in 

<2) u^^^-xu^^l 



1) In diesem Abschnitt werden für die unabhängige Variable x auch kom- 
plexe Werte zugelassen. 

2) 1, Kap., II, C. 
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transformieren; setzt man dann 
an, so ergibt sich 



00 



00 



^r^l-^^.-^^r^, ^r-2{l)(^k-C,^l (( J) = 1; C_, - O) , 



ra:0 



* = r 
(r = 0, 1, 2, . . .) 



also das Gleichungssystem 



oc 



«0 = 2'''*^^' "^"^ ('•=1»2,...). 



t = 



Nimmt man von den a^ zunächst nur die ersten n -f 1 Glieder und 
schreibt die ersten n + 1 Gleichungen hin, so erhält man für Je ^n: 



worin 



D. 







1 
1 





(0 (!) (!) 

-^0 







(:)i 



ist und D^*^^^ aus Z>^ dadurch hervorgeht, daß in D^ an Stelle der 
(i+ l)**** Kolonne die Kolonne 1, 0, 0, 0, . . ., gesetzt wird (ins- 
besondere wird c„= — ~j^ — ^^ =* 7) )> ™*''^ würde also die c^ in 
der unpraktikablen Form 



n = 00 ■*-^ii 



erhalten. Benutzt man dagegen z. B. die Integraldarstellung 



00 



Q{x)^fe-H'-'dt,^) 



1) Vgl. 8, Kap., II, A, Beispiel. 

Wallenberg: Lineare DiffereiuengleichuDgen. 



15 
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80 ergibt die TaylorBche Eotwickelung: 



00 



z-^0 1 

Andere Beispiele fär die Umwandlung der Lösungen linearer Diffe- 
renzengleichüngen in Potenzreihen werden an geeigneten Stellen folgen. 
An Stelle der Potenzreihen treten bei der Darstellung der Lösungen 
linearer Differenzen gleichungen andere £nt Wickelungen: insbesondere 
sind es die bereits von Stirling^), später von Bittet^), Sdüömikh^) u. a., 
in neuerer Zeit von Jensen^ Pincherle^), Nielsen^) und Landau'^) be- 
handelten Fdkultätenreihen von der Form 

00 



k-a 



die hier die wichtigste Rolle spielen^ was unter anderem schon daraus 
erheUt, daß in vielen Fällen^ wo die (nach fallenden Potenzen von x 
fortschreitende) Potenzreihe asymptotisch divergie^'t, die entsprechende 
Fakultätenreihe konvergiert Die Fakultätenreihen sind hauptsächlich 
dadurch ausgezeichnet, daß sie, wenn sie für x ^ Xq konvergent sind, 
auch für jedes x ^ x^ konvergieren, für welches 9l(a;,) > SR(fl?o)^) ist, 
sodaß ihr Konvergenzgebiet eine Halbebene ist, die links durch eine 
Gerade ^{x) ^ X begrenzt wird^) (mit Ausschluß der Punkte 0, — 1, 
— 2, . . .). Eine Fakultätenreihe ist in einer gewissen Umgebung 
jeder (von 0, — 1, — 2, ... verschiedenen) Stelle im Innern ihrer 
Konvergenzhalbebene gleichmäßig konvergent ^^); sie stellt daher nach 
einem Satze von Weierstraß^^) in ihrer Konvergenzhalbebene eine mit 
eventueller Ausnahme der Punkte 0, — 1, — 2, ... (die dann einfache 
Pole sind) reguläre analytische Funktion dar und darf dort beliebig 
oft gliedweise differentiiert werden.^*) 

Die Fakultätenreihen sind aufs engste verwandt mit den Inte- 
gralen von der Form 



Q{x)=fq)(t)t'-^dt, 



1) Sttrling, 1. 2) Binet, 1. 3) ScfiUfmildt, 1. 

4) Jensen, 1., 2., 8. 5) Pincherle, 10«, 11., 12. 

6) Nielsen, 1., 2«, 8. 7) Landau, 2. 

8) 9i(x) bedeutet „reeller Teil von af'. 

9) Den einfachsten Beweis dieses Satzes siehe bei Landau, 2«, Satz I, 
S. 167 ff. 

10) Landau, 2., Satz II, S. 161. 

11) Zur Funktionenlehre, Berlin. Ber. 1880, 728—726. 

12) Land tu, 2., Satz III, S. 164. 
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die besonders von Pincherle^) ausführlich behandelt worden sind; beide 
Ausdrücke können unter gewissen Bedingungen in einander übergeführt 
werden.^) — Die Darstellung einer Funktion durch eine Fakultäten- 
reihe ist eindeutig; d. h. wenn zwei Fakultätenreihen einander gleich 
sind^ so müssen die Koeffizienten der einzelnen Fakultäten einander 
gleich sein, oder noch anders ausgedrückt: die Fakultätenreihen ge* 
statten keine NuUentwickelung. *) 

Außer den Fakultätenreihen kommen für die Darstellung der 
Lösungen linearer Differenzengleichungen zunächst noch in Betracht 



00 



die Partialbnichreihen von der Form ^ "TlI-? aiich hier ist die 

Darstellung eine eindeutige. Für die Umwandlung dieser beiden 
Reihenarten in einander gelten die elementaren Formeln: 



r = 

und umgekehrt: 



r)! a:^r + i) 

r = 



Ferner sind zur Darstellung der Lösungen geeignet die !E^nomial- 

00 

reihen ^ a^( ), welche ebenso wie die Fakultätenreihen eine 

n = 

Eonvergenzhalbebene besitzen^); jedoch gestatten diese Reihen eine 
Nullentwickelung, wie das einfache Beispiel 



00 



zeigt. ^) — Aus dem Integral Q{x) erhält man eine Binomialreihe 

mittels der Formel [1 - (1 - Ol = ^ (- 1)' f" 7 ^) (1 " 0'- ') 

Endlich sind noch die hypergeometrischen Reihen von Wichtig- 
keit, welche Potenzreihen, Fakultätenreihen und Binomialreihen in 
sich enthalten, insbesondere die schon Euler bekannte, yon Gauß, 



1) Pincherle, 13,; vgl. Landau, 2., § 7, und Nielsen^ 8., S. 116 flF. 

2) Nielsen, 8., S. 289 ff. 3) Nielsen, 8., S. 238. 
4) Landau, 2., § 5. 5) Vgl. Nielsen, 8., S. 127. 
6) Nielsen, 8., § 49 und § 96, Satz IX. 

lö* 
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Kummer und Biemann nach allen Richtungen durchforschfce Gaußsche 
Reihet 

in welcher x gewöhnlich die Rolle eines Parameters spielen wird. Ihr 
Zusammenhang mit der Gammafunktion wird durch die von Gauß 
gefundene Formel*) 

(5) F(a,^,y,l)=/-(a,^,y) = f-MI^7^ (gi(y_„_^>0) 

vermittelt, welche sich am einfachsten aus der Etderschen Integral- 
darstellung') 



Fia, ß, y, X) = ^^ Jv-K^^-ty-^-Kl-xi)-^ 



dt 



für X = 1 ergibt*), wenn die Formel für das sogenannte „erste JEtüer- 
sehe Integral"^) 

1 

(6) B(p,g)^J*^^-i(l-0»-'d« = P^| imp)>o, mq)>0) 



zu Hilfe genommen wird. Von den übrigen zahlreichen Eigenschaften 
der 6rat«/3 sehen Reihe werden diejenigen, welche wir für unsere Zwecke 
gebrauchen, an der betreffenden SteUe angegeben werden. 

I« Lineare Differenzengleichungeii erster Ordnung. 

In diesem Abschnitt soUen hauptsächlich solche linearen Diffe- 
renzengleichungen erster Ordnung behandelt werden, die mit der 
Theorie der Gammafunktion in Zusammenhang stehen, insbesondere 
auch nicht homogene Gleichungen. Während aber von den meisten 
in der Theorie der Gammafunktion auftretenden Funktionen^ z. B. den 
Funktionen P(x) und Q{x)y naturgemäß erst nachträglich gezeigt zu 
werden pflegt, daß dieselben lineare Differenzengleichungen befriedigen^)^ 

1) Oauß, 1. 

2) Gauß, 1; Nr. 24; für komplexe a, ß, y Weierstraß, !• 

3) Euler, 2*., Bd. 2 (1769), (1827), 280ff.; Kummer, 1., S.138ff., 2., 8.214; 
Tgl. Nielsen, B., § 66. 

4) Anf diesem Wege hat Kummer [l*, S. 138if.) die pauß^ßhe Fonnel 
F{cc, ß, y, 1) hergeleitet. 

5) Euler, 8*., Bd. 1, 218—247; Bd. 4, 78—364. Legendre, 1. Einen ganz 
kurzen Beweis für die Formel (6) gaben Jacobi (Jour. für Math. 11, 807) und 
Dirichlet (Werke, Bd. 1, 898); vgl. Nielsen, 8, § 60 

6) Siehe z. B. die Arbeiten von Mellin, 1,, 2,, 8«; Nielsen, 8», § 9. 



I. Lineare Differenzengleichungen 'erster Ordnung. A. 229 

wollen wir hier^ soweit es irgend möglich ist^ umgekehrt die Reihen- 
entwickelangen für diese Funktionen direkt aus den Differenzen- 
gleichungen herleiten^ denen sie genügen. Soweit dies nicht möglich 
ist, werden wir für die Ableitung der Resultate in der Regel auf die 
Quellen verweisen, um den Umfang dieses Abschnittes nicht gar zu 
sehr auszudehnen; denn die Mannigfaltigkeit der Entwickelungen ist, 
wie wir sehen werden, überraschend groß. 

A. Homogene Gleichungen. 
!• Gleichungen mit linearen Koeffizienten: 

dieselben können durch eine einfache Transformation (vgl. 3«) auf 
die Form 

X — a 

Vx + l ^- Ps 

gebracht werden. Ihre allgemeine Lösung lautet: 

daher ist auch 

^ r(l)r ( a; — tt) 

eine Partikularlösung. Setzt man nun in Formel (5) der Einleitung 
dieses Kap. y=l, y — /3=1— /J = a;, so wird: 

y,-/-(«,i-x,i)=J;(-i)*f(*7^), 

worin 

«<*)=a(a+l)...(a+Ä.-l),«(«)=l und (-;^) »(-T.^K^-Dr^K-*) 

ist. Wir haben also für eine Partikularlösung unserer Differenzen- 
gleichung eine Binomialreihe gewonnen; dieselbe konvergiert für 
3t(ic-a)>0. 

2. Gleichungen mit quadratischen Koeffizienten^): 

(x^+ 01^? + a«)y,+i = c{x^+ b^x + b^)y^. 

Durch eine Substitution x = x'+ d kann b^ zum Verschwinden ge- 
bracht werden; dann lautet die Gleichung, wenn wieder x statt x' 
geschrieben wird: 

{x-a)ix-ß)y^^, = cx(x + d)y^', 
diese geht durch die Transformation y,= 6-'w_p über in 

1) W. 2) TT. 
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Wir betrachten nun den Fall «i = 61; d. h. rf = — (a + /3); dann 
lautet die allgemeine Lösung: 

darin ist 



/•(a,/J,a;)-2,,-^ 

1 = 



eine Fakultätenreihe in a;, konvergent für 9t(a? — a — /3) > 0. 
Für /J = l, X'^ js + 1 ergibt eich 



also 



'"^ ' ' ^ r(fr)r(jp — a + 1) 2: — a .^ (j54.l)< 



2f — » A^ 2: 
* = o 



das ist die SUrling sehe Fakultatenreihe für __ '). Durch (j) — !)- 

malige Differentiation nach a erhält man noch für a = die ebenfalls 
Stirling (1., S. 11) angehörige Entwickelung: 



« e:-^ 



oder für z = x — a: 



i-^ >) («(-)>o)*), 



CO 



Darin bedeuten die (7/ die sogenannten ^,Fakultätenkoeffizienten 
vom Range s" oder „SttrZ/w^ sehen Zahlen erster Art*'; sie sind für 

r>0 die Summen der ( ~ j möglichen Produkte mit r verschiedenen 

Faktoren, welche man aus den Zahlen 0, 1, 2, . . ., 6 — 1 wählen kann, 
während stets C^^ 1 ist (vgl. Nielsen, 3., § 26). 

In ähnlicher Weise lassen sich die allgemeinen Differenzen- 
gleichungeu erster Ordnung 



1) Vgl. 1. Kap.^ U, C. 2) Formel (6) dieses Kapitels. 

3) Stirling, 1., S. 12, 4ö; vgl. Nielsen, 8., S. 77. 

4; Für den Konvergenzbeweis vgl. Schhmihh, Ztscbr. für Math, u. Phys. 4 
(1859), 396; Nielsen, 8., S. 78 u. 247. 
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deren allgemeine Lösung nach dem 1. Kap., II, C die Form 

_ - r(x — ofj) r(a; --^,) • ;^r(x — a„) 
Vx a r(aj-ft)f(a:~ft)...r(a;-pj 

besitzt^ unter gewissen Bedingungen f&r die Größen a^ und /3^ durch 
hjpergeometrische Reihen höherer Ordnung integrieren^); doch gehen 
wir nicht näher darauf ein^ da noch keine präzisen Untersuchungs- 
resultate vorliegen. 

B. Vollständige Qleiohungen. 

1 



1- Vx^x-Vx- 



X 

00 



(formale Lösung: j/j.« ^ h o^; — ^ , ist dirergent). 

Eine Partikularlösung ist (i. Kap,, II; C): 



00 



H'(x)=^Jsia__c+2'U,-jii)'). 



» = 

worin 



(7 = lim (y + 2 + 4 + • • ■ + ,^, - logn) ^ 0,5772156649 .. . 



fl=:0O 



die Eulernche Konstante bedeutet; diese Partialbruchreihe für ^f{x) 
konvergiert für jeden endlichen Wert von x mit Ausnahme der Punkte 
a: = 0, — 1, — 2, ..., welche einfache Pole mit dem Residuum — 1 
sind. — Die n** Ableitung von V(ip), ¥^"^(5:), genügt der Differenzen- 
gleichung 

und es ist: 



00 



f = 

daher ergibt die Taylor sehe Entwickelung die Potenzreihe: 

00 

^{\ + x)^^{-\ys,xr-^ {x <\), 

r=l 

1) Einen Ansatz dazu findet man z. B. bei Pincherle^ !*• 

2) Die Funktion H'(x) ißt zuerst von Gauß (1., Nr. 30—37) eingehend unter- 
sucht worden; übrigens setzt Gauß ^-^" " = ^ "^^^^^^ Vgl. 
Nielsen, §§ 1 — 5 u. 14, insbesondere auch die Literaturangaben. 
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worin 

n 

Si=C=liin[2'i-log»] 
und 

00 

'r-^T (»—2,3,4,...) 



*=1 

ist. — Wir erwähnen ferner die Binomialreihe von Stern^): 

k = 



Y(x)=-6'+2t4G+;) (^(*)>^)- 



Aus der Potenzreihe für ¥(!+«) ei^bt sich durch Integration, 
da log r(l) = log 1 - ist, 

iogr(i+x)=2(-i)'-^^ (^i<i) 

als Lösung der Differenzengleichung 

Auch hier existiert eine Binomialreihe^ die Ton Hermite^) herrührt: 
logr(l+x)=2(*)A*-Uogl-^(*-')log2 



*=1 



+ --''7v2!l,~'^(log3-21og2) + ...; 

dieselbe konvergiert für 9J(:r) > 0. 
Mit Benutzung der Formel 

V(l-^a;) - W{x) = xctg7tx^), 

sowie der Differenzengleichung 1.^ der y(a;) genügt, kann man die 
Potenzreihe für V(l+a:) in die konvergentere 

r«0 



1) ,,Zur Theorie der Euler Bcheu Integrale'^ Göttinger Studien 1847, S. 89. 

2) Annali di Mat. (S) 5, 57—72 (1900); diese Reihe als PartikolarlOsung 
der Gleichung 2. ergibt sich leicht, wenn man für log(l-f-^) die Newtanache 
Interpolationsformel mit dem Cauc^^ sehen Restglied (s. z.B. Sdiwanoff, 2,, S. 21) 

ansetzt und beachtet, dafi y^= ^log(l+^) ist (Tf.). 

3) Siehe die .Btt^crsche Formel, 1. Kap., II, C. 
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umformen^), ttnd mit Rücksicht darauf, daß 

^^^i=l+af»+a^+..- (x <1) 

ist, in die noch rascher konvergierende Reihe 

00 

r = ü 

Daraus ergibt sich wieder durch Integration die Reihe: 

log r(i +,) - i [loga^ - iog;*a +2 ';+"'-■'" *). 

r = 

welche för a; | < 2 konvergiert. 
Aus der Integraldarstellung'): 

00 

iogr(«)=/(-*"^~-^:;' +(x-i)e-')';* {mx)>o), 



welche auch die vorher erwähnte Hermitesche Binomialreihe liefert^ 
ergiht sich die merkwürdige Kummer sehe Reihe ^): 

log r(x) ^ ^—-xj(C + log 2) + (1 — x) log Ä - Y log sin ^x 



00 



1 XI log n . .^ 
+ > - sm2n;rrr, 

n = l 

welche für 0<ic<l gilt, während die IntegraldarsteUung von Binet^): 
pL (x) = log r{x) "" (^ "" t) ^^8 ^ + a? — log y27t 



00 1 



zu der Darstellung durch eine Fakultätenreihe 

00 

1) Für das Folgende vgl. Nielsen, § 14. 2) Legetidre, 1., S. 606. 

8) Plana, Mäm. de Turin, 24 (1820); Binet, 1., S. 261; Malmgten, Joum. 
für Math. 86, 74 (1847); vgl. Nielsen, 8., § 78. 

4) Kummer, 8.; ScMömilch, 1., 266—256; vgl. Nielsen, 8., § 77. 

5) Binet, 1., S. 240. 
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führt, worin 

1 

Cj^ ^fu{u + 1)(m + 2) • . . (m + ä; — 1)(2 w - l)du, 



z. B. 

_1 _1 _69 _ 227 ^ 

^1 — -ß ? ^8 — ■» » ^8 "~ 60 ' ^* ~ 60 

ist^). Diese Reihe konvergiert für 9i(a?)>0 und ist daher der be- 
kannten SUrling sehen Potenzreihe 

f* W ~ ^ (2>+l)(2« + 2l a.8* + 1 (^ ^ ) 

worin die Koeffizienten B,^t die 2ferwow?M sehen Zahlen bedeuten, vor- 
zuziehen, welche für » = cx> divergiert und fi(x) nur asymptotisch dar- 
stellt, in dem Sinne, daß 

«-1 

lim a:|«"- |fi(a;)- T^i =0 

ist für —ix<e< + jc {x^ \x ePy). 

In engem Zusammenhange mit der Differenzengleichung 1« steht 
die Gleichung 

Hier können wir direkt eine Partialbruchreihe ansetzen: 



00 



y* "* ^ X + 8' 
» = 0J 

und wir erhalten für die Koeffizienten a, die Gleichungen: 

«0^ ^y »,+ »,+1 = (« = 0,1,2,...), 
also: 

«.=(-1)', 

1) Binet I.e.; vgl. Schlömilch, !•, S. 259—260; Whittacker, Modem Analyais 
(Cambridge 1902), S. 189; Nielsen, 8., § 114. 

2) Stirling, 1., S. 135; yg\. Nielsen, 8., § 79. Das Zeichen «^ bedeutet 
^^asympto tisch gleich^^ Diese Reihe ergibt sich ans der J^tiZ^ sehen Summen- 
formel (1. Kap,, II, B, Gl. (1)) für fp{x) = \ogx {Euler, 2«., Kap. VI, 1Ö9; vgl. 
Gauß, 1., Nr. 29). 

8) Diese Definition der asymptotischen Darstellung einer Funktion rührt 
von Poincare her (Acta Math. 8, 297 (1886)). 
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und somit als Partikularlösung die mit Ausnahme der einfachen Pole 
a: = 0, — 1, — 2, ... bedingt konvergente Partialbruchreihe 



00 



« = 

welche der Bedingung 

lim ß(x) = 

genügt; die allgemeine Lösung lautet: y,= o^ «'*'*+ /S(ic). 

Die Funktion ß{x) ist nahe verwandt mit der Funktion Y(a?), 
mit der sie vermöge der Gleichungen 1« und 3. durch die Relation 



f(')-i[H-V)-''{i)] 



verbunden ist. Die Taylor sehe Reihe ergibt die Potenzreihen- 
entwickelung 

00 

r = l 

worin 

ist; auch hier lassen sich wie bei ^'(l+x) rascher konvergierende 
Potenzreihen aufstellen (vgL Nielsen, 3.^ § 14). 

Etwas allgemeiner ist die Differenzengleichung 

*• Vx+i- -^yx=-^ i<^ eine Konstante). 

Hier ergibt derselbe Ansatz wie bei 3. die Partialbruchreihe 



00 



welche mit Ausnahme der einfachen Pole a: = 0, — 1, — 2, ... für 
die endlichen Werte von x unbedingt konvergiert, falls a! < 1 ist; 
die allgemeine Lösung lautet 

Die im 4. Kap,, II, 8. Beispiel, gegebene IntegraldarsteUung einer 
Partikularlösung der Gleichung 4«: 

1 1 



1) Stirling, 1., S. 27; NieUen, § 5, § 14; W. 2) W. 
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führt einerseits mit Rücksicht aaf 

- ^ ^l -\-at + aH^ + • • 

1 — at 

durch gliedweise Integration zu der obigen Partialbruchreihe^ sodaß 
Vx^ Vz (also hier a)^«0) ist*), andererseits durch wiederholte partielle 
Integration zu der Fakultätenreihe 

yx ^x ^^(* + i)Va — 1/ ^ 

welche für alle endlichen x mit Ausnahme der einfachen Pole 
a: = 0, — 1, — 2, ... unbedingt konvergiert, falls 

■„^J<1, d.h. ?R(a)<i- 
ist*i. 

Für a = -:r erhält man die Funktion — afa?)*), wo 



«=0 «sO 



ist und die Fakultätenreihe für < 3t(a?) < 1 nur bedingt, für 9l(a:) > 1 
dagegen unbedingt konvergiert. Für a = — 1 erhält man die vorher 
betrachtete Funktion ß{x)y für welche sich somit die Fakultätenreihe 



i\* + i 



* • ' 8\ 



«asO 

ergibt, die schon Stirling*) bekannt war. 

Bisher haben wir nur solche vollständigen Differenzengleichungen 
erster Ordnung betrachtet, bei denen die reduzierte Gleichung kon- 
stante Koeffizienten besitzt; bevor wir zur Reihenentwickelung der 
Lösungen solcher Gleichungen erster Ordnung übergehen, bei denen 
die Koeffizienten der Reduzierten nicht konstant sind, müssen wir 
noch die Behandlung der homogenen Gleichung 

nachholen, die erst an dieser Stelle erfolgen kann. Eine Lösung der- 
selben ist ja die Funktion r(x), welche für die Theorie der linearen 



1) TT. 2) Nielsen, 3., S. 264—266. 

3) Nielsen, 3., S. 246. 

4) Stirling, 1., S. 47; (laußen, Grunerts Archiv 18, 886 (1849); vgl 
Nielsen, 8,, § 31. 
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Differenzen gleichungen von fundamentaler Bedeutung ist und für die 
wir bereits im ersten Kapitel (11, ü) eine Integraldarstellung und eine 
Darstellung durch ein unendliches Produkt angegeben haben; aber 
gerade die Reihenentwickelung der Gammafunktion bietet eigentüm- 
liche Schwierigkeiten dar, während nach Formel (5) der Einleitung 
dieses Kapitels (vgl. auch I, A, 1« und 2.) gewisse Produkte von 
Gammafunktionen durch elegante hypergeometrische Reihen dargestellt 
werden können. Zunächst ergibt sich aus der Binetschen Entwicke- 
lung Ton (i{x) in eine Fakultätenreihe (dieses Kapitel I; B, 2., S. 233): 

r(a;)=«|/2;r/ ^ e ' e ^^ (?R(x)>ü). 
Um zu einer Potenzreihe für r(l+^): 

zu gelangen, benutzen wir die Reihe für V(l-f-a:) (dieser Abschnitt 
B, 1.): 

V(l + a;) = — Si + s^x — s^x^+ ^4^— • •; 

die Identität 

r'(l+af)-T(l+x)Y(H-a;) 

liefert nämlich für die c die Rekursionsformel 

n 
n 

(n + l)o.^i=-2'(-l)"''*'-+i''— ' (« = 0,1,2,...), 

r = 

welche in Verbindung mit dem Aufangswert Cq « 1 die sukzessive 
Berechnung der c^ gestattet^). 

Für die Koeiifizienten der beständig konvergenten Potenzreihe ^) 



ra 



+a:) ='^0+^1^ + Vt^^ + ^3^' + • • • 



findet man durch Multiplikation mit der Reihe für V{\-\-x) die Be- 
ziehungen 

n 

yo=l, '^c,y^_,^(i (« = 1,2,3,...), 

r = 

und aus der Identität 

dxr\\+x)^ v{i+x) 



1) Nielsen, 8., § 16. 

2) ~. ist eine ganze transzendente Funktion (vgl. i. Kap.<, II, C). 

\{l+x) 
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die RekursioQsformel 

n 
r = 

Independente Ausdrücke für die Koeffizienten c^ und y^ in einfacher 
Farm sind bis jetzt nicht bekannt; man yergleiche wegen derselben 
Nidsen, 8., § 15 u. § 16, wo man auch die vollständige Literatur 
über diesen Gegenstand angegeben findet. 

Die wahre Natur der Gammafunktion tritt aber erst durch ihre 
Zerlegung in die Funktionen P(x) und Q(x) (vgl. L Kap,, 11, C) 
hervor, und es ist das Verdienst von Prym^)y zuerst die funktionen- 
theoretische Bedeutung von P(x) und Q(x) für die Gammafunktion 
klargestellt zu haben. Diese beiden Funktionen genügen nun eben- 
falls nichthomogenen linearen Difierenzengleichungen, denen wir uns 
jetzt zuwenden. 

Die formale Lösung lautet nach dem 3. Kap,, V: 

worin co^ eine willkürliche „Konstante" ist. 

Wir setzen zunächst eine Fakultätenreihe an: 

00 






dann ist 



00 00 



also 

Daraus ergibt sich mit Rücksicht auf o«: 

«1*=1; »t-ö* + i=0 (Ä=l,2,...), 
d. h. 

aj = ttj = aj «=•••=« 1 . 



1) SMömilch, Zeitechr. für Math. u. Pbys. 25, 104 (1880). 

2) Prym, 1.; Sckeefer, 1.; vgl. Nielsen, 3«, § 9. 
8) TT.; vgl. Prym, 1,; Scheefer^ 1. 
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Eine Partikularlösung von 5. lautet also: 



oo 



s{x)^y, ', 



^ a:W 



* = i 



in der ganzen (endlichen) Ebene gültig mit Ausnahme der einfachen 
Pole a; = 0, — 1, — 2, . . ., und daher die allgemeine Lösung: 

Aus 5. ergibt sich noch 

ff{x+l) H{x)^ 1 



also 



r(a;+l) V{x) r(aj+l)' 



n 



V(x+n) "" V{x) ^ Vix+i) ' 



nun ist aber 



«=i 



OD 



folglich 



H{x) _ 



3-(x) _ V i 

r(«) ^ r(«+») ' 






n = ao 



durch die GUeichung 5. und diese Qrenzbedingung ist die Partikular- 
lösnng Hix) eindeutig bestimmt, da aus 

sofort CD^ «= 0, d. h. y^ = S(^) folgt. 

Sodann setzen wir eine Partialbruchreihe an: 

00 00 

00 00 oo 

__ "Sr^ x + k--k_ -^ ^ * «A 

A = A = * = 1 



also 



fc=0 *=i 



00 



«*_i + *«*-0 (A;-l, 2,3, ...), ^at=l. 



* = o 
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Aus der ersten dieser Gleichungen ergibt sich 

a,-^-^ao, (Ä=l,2,3,...), 
und dann aus der zweiten Gleichung 

00 



"o^^f^ °° ^> ^- ^- *o«"^= 1» «o-«- 



(-1)' 

J- = 

Eiae Partikvilarlüsang yon 5. lautet also: 



in der ganzen Ebene gültig mit Ausnahme der einfachen Pole 
X ^0, — Ij — 2, . . .; darin ist P(z) die oben erwähnte Funktion^ 
die mit r{x) samtliche Pole und deren Residuen gemeinsam hat 
(vgl. 1, Kap., II, C), Mittels der Umwandlungsformel (3) dieses Ab- 
schnittes zeigt man leicht, daß 

ist. — Die beiden direkt aus der Differenzengleichung 5. gewonnenen 

00 

Entwickelungen för P{x), die Fakultätenreihe ^"^ //""W ^^^ ^® 

mm. ^^"^ * 

Partialbruchreihe ^ ^~7, , , ergeben sich auch aus der Integral- 

* = o 
darstellüng*) 







durch wiederholte partielle Integration bzw. durch Entwickelung yon c"* 
in eine Potenzreihe und gliedweise Integration in ähnlicher Weise wie 
bei 4. — Die Yergleichung des oben gefundenen Resultates mit der 
formalen Lösung ergibt noch die Formel 

genauer folgt aus unseren Entwickelungen: 



00 



^ V{x+8) V{x) ^' 
*=1 



1) P{x) selber genügt der Differenzengleichung y^ . j — xy, ^ — c ^. 

2) Vgl. 1, Kap., II, C u. S. Kap,, n, A. 

3) Lindhagen, 1., S. 43. 4) Vgl. Whittaker, l. c. S. 177. 
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Die ganze transzendente Funktion Q(x) — r(x) — P(x) genügt 
der ganz ähnUchen Di£Perenzeng1eicIiung 

und ist durch diese und die Grenzbedingung 

lim ^^+-"^ = 1 

eindeutig bestimmt. Ihre Reihenentwickelung bietet dieselben Schwierig- 
keiten wie die der Oammafunktion selber; die aus ihrer Differenzen- 
gleichung direkt abgeleiteten Reihen ergeben nicht Q(x) selbst ^ son- 
dern Q(x)-r{x) P{x). 

Ganz ähnlich lassen sich die etwas allgemeineren Differenzen- 
gleichungen 

behandeln y die man zunächst durch die Substitution yj.= e~*a*"^t<^ 
auf die einfacheren Gleichungen 

zurückführt; die ihnen genügenden Funktionen 



00 



P^{x)^JV'r'^dt und QS^)=fe-'t'-^dt') 

a 

(P^{x)^P{x), Qi{x)^Q{x)) 

sind besonders Ton Hermite*) untersucht worden, Pa(a;) bereits von 
Legendre^)'^ es ergibt sich: 

00 ^ 00 



P,(x) = e-«'2"',«=«'2' 



S! X '\- 8 
•=1 #=0 

Für Q^iy) hat Hermite (1. c; vgl. Nielsen, 3., §§ 82—83) folgende 
bemerkenswerte Entwickelung gegeben: Setzt man 

a + n + l 

80 ergibt sich aus dem Integralausdruck für Q^{x): 

1) Vgl. 8, Kap,, n, A. 2) Joum. für Math. 00, 332-338 (1881). 

8) Exercices de calcul integral 1, 3S9— 843 (1811); die weitere Literatur 
fliehe bei A'ieteen, 8., §§ 9—13, 80—85. 

Wallenberg: Lineare Differensenglcichungen. 18 
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um das Teilintegral Q^ arnzuformeii; setzt man a + n + z^t-^ dann folgt 

1 



Entwickelt man nun unter den Voraussetzungen |a+n|>l, 9l(a+»)>0 
(für n = 0, 1, 2, . . .) den Ausdruck (l + . j nach dem Binomial- 
satze und integriert gliedweise, so erhält man: 



00 



e.-(«+»)"-^«-<-^-'2'fwr7') («-0,1,2,...). 

Durch Einsetzen dieser Ausdrücke ergibt sich für Q^i^c) eine Doppel- 
reilie, deren einzelne Horizontal- und Vertikalreihen unter den obigen 
Voraussetzungen wie Potenzreihen konvergieren ^ sodaß man dieselbe 

nach den Binomialkoeffizienten ( j ordnen darf; setzt man dalier 

zur Abkürzung 

SO entsteht die Formel von Hermite: 

00 

darin ist nach Obigem 

J'(» + l)-ii'i,+=!i:T,-,-"i(l-7±^)- 

Für a=l, d. h. für Qi{x)^Q{x) gilt diese Formel nicht mehr; 
durch eine leichte Modifikation ergibt sich für diesen Fall die Ent- 
wickelung von Mdlin (Acta Math. 2 (1883), 231—232): 



00 



n = 

worin Il{x) = It^{x) imd 

sp(„ + 1) -/«-«<- .^jJ^i^il, _», (.2 |E$ -(- !)■) 

a=0 «=0 

ist. 
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Mellin^) hat die allgemeine Differenzengleicimng 

untersucht, worin r(x) und s{x) rationale Funktionen von x sind. 
Man erhält sukzessive 

^'^ r{x)'^ r{x) ^ r{x)^ r(x)r(x+"i) "*" rix)r(x + l) ^^' 
Die vorliegende Differenzengleichung wird daher formell durch die Reihe 



00 



*^ ^ ^ j^ r(a;)r(a:+l) • • • r(a;+v) 

befriedigt; welche unter gewissen Bedingungen für r{x) und b{x) kon- 
vergiert. Um zu einem abschließenden Resultat zu gelangen , be- 
schränken wir uns auf den von LindhcLgen*) behandelten Fall: 

worin B{x) eine ganze rationale Funktion n**° Grades in x ist*). 
Zunächst kann man nach der im 8, Kap,, 11, A angegebenen Methode 
durch die Substitution 

worin G{x) eine ganze rationale Funktion (n — 1)*^ Grades in x ist, 
den Grad von It{x) bis auf den nullten herabdrücken, sodaß die 
Gleichung für u^ folgendermaßen lautet: 

w^^j — icw^==a (a Konstante); 
dieselbe besitzt nach 5. die Lösung 

u^^ — aeP{x), 
sodaß die allgemeine Lösung von 6« die Form hat: 

Schreibt man die Funktion H{x) in der interpolatorischen Formi 



n 



*=0 

worin 



*! a, = A*i?(0) - 2 (- ^)'' (r) ^(* - '•) 



r = 



1) 3fe/Ztn, 8. 2) Lindhagen, 1., S. 45 ff. 3) W, 

4) .YetcionB Interpolationsformel; siehe z. B. Seliwanoff, 2., S. 6. 

16* 
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ist, und setzt auch G{x) in dieser Form an: 

n-l 



80 wird 

n-l 



k^O k^l 

also 

n 

G(_x + l)-xG{x)='^k\ib,-b,_,)(l), (6,-6_,-0). 

* = 

Durch Gleichsetzung der Koeffizienten von ( , j (fc==n, n — 1, ..., 1) 
auf beiden Seiten der Gleichung 6.^ d. h. der GleichuDg 

G(x 4- 1) - ^ G{x) + a = jR(:r), 
erhält man für die &^ das Gleichungssystem 

aus welchem sich 

n 

6,= -2«< C* = 0,l,2,...,n-1) 
und daher 

n 
t = 

ergibt. — Auf anderem Wege ist Jensen^) zu dieser eleganten Lösung 
gelangt. 

II. Hypergeometrisehe Differenzengleichungen zweiter Ordnung. 

Unter diesen Differenzengleichungen verstehen wir diejenigen, 
welche durch die Gaußacbe hypergeometrische Reihe integriert werden 
können. Dieselben besitzen die Gestalt 

(1) Ae,^, + (B + Ch)g,^, + (D + Eh + Fh')z, - 0»), 

worin A, B, C, D, E, F Konstanten sind, und können durch eine ge- 
eignete Transformation^) auch auf die Ixiplacesche Form 

(2) {A + Bh)z,^, + (C7+ Dh)z,^, + (E + Fh)z^ = 

1) Jensen^ 8., S. 60; vgl. Nielsen^ 8., § 11. 

2) Wir nennen hier aus bald ersichtlichen Gründen die nnabhängige Ver- 
änderliche nicht x^ sondern h. 

3) Vgl. 9. Kap.^ I, A., Anmerkung. 
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gebracht werden; die umgekehrte Transformation, durch welche die 
Gleichung (2) in (1) übergefährt wird, .wird später genau angegeben 
werden. 

£s gibt mehrere Wege, um hier zu Reihenentwickelungen f&r 
die LösuDgen von (1) bzw. (2) zu gelangen. Zunächst hat Boole^) 
mit Hilfe seiner symbolischen Methoden durch direkte Ansätze Reihen 
hergeleitet; doch fehlt durchweg die Untersuchung ihrer Konvergenz^ 
und es werden nur einzelne Fälle angegeben, wo die Reihen endlich 
sind, d. h. nach einer endlichen Anzahl von Gliedern abbrechen. 

Der zweite Weg geht von der Gleichung (2) aus, die ja eine 
Laplacesche DifPerenzengleichung (8. Kap.^ I) ist, und führt über die 
Darstellung ihrer Lösungen durch Euler sehe Integrale von der in der 
Einleitung zu diesem Abschnitt angegebenen Form. Diesen Weg hat 
mit Erfolg zuerst (1869) Thomas*) beschritten; er gelangt von den 
J^uZerschen Integralen zunächst zur RiemannBchen P-Funktion') und 
von dieser zu der (rati/Sschen Reihe; nach ihm haben später (1904) 
Webb*) und Barnes^) denselben Weg verfolgt. 

Der dritte und natürlichste Weg, der von der Gleichung (1) aus- 
geht, knüpft an die Gaußsche Abhandlung (1.) selber an: Gauß hat 
dort in Nr. 7. und Nr. 10. folgende Beziehungen zwischen drei „be- 
nachbarten^' Funktionen (series contiguae) aufgestellt: 

(3) {y-2a-(ß-a)x)F{a,ß,y,x) + aa^x)F{a + l,ß,y,x) 

^(y-a)F(a-l,ß,y,x)^0^, 

(4) y(y^l- i2y^a~ß-l)x)F{a, ß, y, x) + {y-a){y-ß)xF{a, ß, y+1, x) 

^y(y^l)(l-x)F(a,ß,y^l,x)^0'), 

(5) y(y+l)F{a,ß,y,x)-{y+l){y-(a+ß + l)x)F{a+l,ß+l,y+l,x) 

-(a+l)(ß+l)x{l--x)F(a + 2,ß + 2,y-\^2,x)^0'), 

Diese Beziehungen stellen aber nichts anderes dar als lineare 
DifiFerenzengleichungen zweiter Ordnung für die Funktion F(cCyß,y,x), 
aufgefaßt als Funktion ihrer ersten drei Elemente, während x als Para- 
meter fungiert. Man könnte nun von einer dieser Gleichungen als 
Normalform ausgehen; da man aber zunächst nur eine Lösung der- 
selben kennt, nämlich F(a, ß, y, x\ so müßte man sich auf das ziem- 

1) Boole, 1« (Deutsche Ausgabe), S. 181 ff. 

2) Thamae, 1.; in einer zweiten Arbeit (£•) benutzt er zu demselben Zweck 
die von ihm (Math. Ann. 2. (1870), 427—444) behandelten hypergeometrischen 
Reihen dritter Ordnung. 

8) Biemann, „Beiträge zur Theorie der durch die Gaußsche Reihe F{a, ß, 7, x) 
darstellbaren Funktionen". (1^67) Werke (2. Aufl. 1892), S. 67 ff. 
4) Webb, 1. 6) Barnes, 8. 6) Nr. 7., Gl. [1]. 

7) Nr. 7., Gl [löj. 8) Nr. 10., Gl. IX. 
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lieh umständliche Transformationsproblem einlassen. Wir ziehen es 
daher vor, die Methode von Heymann^) zu befolgen, welche die von 
Gauß, Riemann und Ktwimer^) gewonnenen Resultate für unseren 
Zweck nutzbar macht und so auf dem kürzesten Wege zum Ziel führt. 
Wir gehen aus von der ebenfalls schon EtUer bekannten Gauß- 
schen Differentialgleichung, der die hjpergeometrische Reihe F{a, /3, y^ x) 
genügt, nämlich: 



(6) 



x(l-x)y"+[y-{a + ß + l)x]y'-aßy^O', 



aus dieser folgt durch /»-malige Differentiation nach x: 

(7) a;(l~a;)3/('' + »)+[(l-2a;)Ä + y-(a + /S + l)a?]!^* + '^ 

und diese Gleichung, in welcher von jetzt ab h die unabhängige, 
t^^^'^Vh ^^ abhängige Veränderliche sein soll, bezeichnen wir als 
Nof^malform der hypergeometrischen Differenzengleichung zweiter Ord- 
nung. Allerdings ist h seiner Natur nach zunächst als ganze positive 
Zahl vorauszusetzen; doch werden wir uns bald von dieser Beschrän- 
kung befreien: wir betrachten überhaupt diesen Differentiationsprozeß 
lediglich als heuristisches Prinzip, um zu Lösungen der Differenzen- 
gleichungen (1) bzw. (2) zu gelangen, die dann nachträglich verifiziert 
werden. 

Nach der £ummer sehen Transformationstheorie gibt es 24 Integral- 
formen, welche der Gleichimg (6) genügen; doch sind von diesen 
immer je vier einander gleich, sodaß wir nur sechs Hauptlösungen 
anzugeben haben, nämlich: 



(8) 



y» 
y» 
y^ 



= X 



y« = 



H«, ß, Y, «), 

F{a,ß,a + ß-Y-^\,l-x), 

a?»-'' i^(a-y+ 1, j3-y+ 1, 2-y, 05), 

{\-xy-''-?F{y — u,y — ß,Y-tt — ß+l, 1 

<'F[u,a-Y + ha-ß + l,]^), 
x-?F(ß,ß-Y + l,ß-a + \,]^)- 



-*). 



Daraus gehen mit Rttcksicht auf die Formel 



1) Heymann, 1., S. 299 ff.; 3. 

2) Gauß, 1., 2. Teil (Nachlaß); Kummer, 1.; Bümann 1. c. 



(9) 
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durch %- malige Differentiation folgende sechs Hanptlösungen der 
Differenzengleichung (7) hervor: 

(y,'*> = -^+?)*^ n« + Kß + h,y + h,x), 

y^W = (-lYx-'r(y-l+h)Fia-Y + l,ß-y + l,2-y-h,x), 
y^('')^(l-x)-T{a + ß-y + h)F{y-a,y-ß,y-a-ß+l-h,l-x), 

y^W _(_!)* a;-*r(« + Ä)F(a + Ä,a-y + l,c-/J+l,i-), 

y^i^)=(-lfx-'r(ß + h)F(ß + h,ß-y+l,ß-a+l,j^). 

Die periodischen Integrations-,, Konstanten^' und sonstige Kon- 
stanteU; die von den ersteren aufgenommen werden können^ sind fort- 
gelassen worden (dabei ist zu beachten^ daß h die unabhängige Variable 
und X ein konstanter Parameter ist); etwaige in den Gammafiinktionen 
auftretende (einfache) Pole der Lösungen können durch Multiplikation 
mit geeigneten periodischen Funktionen beseitigt werden^ z. B. bei den 
Lösungen y^^^^^ und y^^''^ durch Multiplikation mit 

sin 2?r (a + h) • sin 2 jr (/5 + A) . 

Setzt man nun diese auf heuristischem Wege gefundenen Lösungen 
in die Normalgleichimg (7) ein, so ergeben sich nach einer nahe- 
liegenden Buchstabenveränderung gerade die Gauß sehen identischen 
Beziehungen (3), (4), (5) zwischen den „benachbarten" Funktionen, 
und zwar die Beziehung (5), (4) oder (3), je nachdem man y^^*) und yj<*) 
oder j/j^*) und y^^^^ oder yr/'') und y^^*) in (7) einträgt. Es kann daher 
nunmehr h jede beliebige reelle oder komplexe Zahl bedeuten. 

Will man sämtliche 24 Litegralformen haben^ die Kummer in der 
zitierten Abhandlung aufgestellt hat, so braucht man nur die sechs 
Integrale unter (9) mittels der Identität 

F(a, 6, Cy rc) =1 (1 — xy-''-^F{c — a,c — byC, x) 

umzuformen; auf die nun vorhandenen 12 Integrale wende man dann 
die bekannte Eidersche Transformationsformel 

' F{a, h, c, aj) - (1 - X)- F(a, c - fe, c, ^ ^ j) 

an. Auf diese Weise bekommt man für jeden Wert der Variablen h 
und der Parameter a, ß, y, x passende Lösungen der Normalform (7); 
insbesondere wird man auch leicht die Fälle erkennen, in denen die 
Lösungen rational bzw. algebraisch werden. 



248 10. Kap. Integration der linearen Differenzengleichungen dnreh Reihen. 

Um nun die Differenzengleichung (1) auf die Normalform (7) zu 
bringen, erteile man ihr zunächst die Form 

(10) a^A+2+(6 + cA)^,+i~(a + A)(/J + Ä)/A«0. 

Die Substitution gf^*^ Q^Vh) ^^ Q ®^^^ noch zu bestimmende Konstante 
ist, ergibt dann: 

und diese Gleichung fällt mit der Normalform (7) zusammen, wenn. 

üQ^ — x{l — x), hg = y — {a + ß-\- l)x, cp -= 1 — 2a; 
ist; hieraus folgt: 

^"l/4aVc«' ^ = 'V' Y-bQ^-{a + ß + l)x, 

wodurch alle Parameter bestimmt sind. 

Das Wurzelzeichen in dem Ausdruck für q bringt in die Trans- 
formation eine Zweideutigkeit hinein, die sich leicht beseitigen laßt 
Transformiert man nämlich die Gleichung (1) bzw. (10) zunächst mit 
positivem q in die Normalform 

a:x(i-^.)C+C(i-2^i)A+yi-(«+^+i)^i]ym-(«+*)(/'+Ä)y*-o, 

SO kann man auf diese Gleichung die Transformation von neuem an- 
wenden; für diese ist: 

Q = + \ oder — 1 , 

y^ Yi oder a + ß — y^+\^ 
X ^ x^ oder 1 — x^. 

Die erste Gruppe ändert naturgemäß in der Beschaffenheit der 
Parameter nichts; die zweite lehrt, daß der Gleichung (7) auch hyper- 
geometrische Reihen genügen, welche nach Potenzen von 1 — x fort- 
schreiten, ein Umstand, der schon bei den Integralen unter (9) ge- 
nügend berücksichtigt worden ist. 

Sehr einfach läßt sich jetzt die Integration der Differenzen- 
gleichung (2) erledigen; denn gibt man ihr die Form 

Bo fuhrt die Substitution 



1) Der Zusammenhang dieser beiden „komplementären" Substitutionen wird 

durch die -Eu/er sehe Formel r(a;) r(l— o?) — . (ygl. 1. X^ap.^ II, C) hergestellt. 

sin 7tx 
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zu der eben behandelten Gleichung (10). Die Gleichung 

iÄ + Bh+ Ch*)v^^, + (D + Ehjv,^, + Fv, = 

endlich wird durch die Substitution A« — ^— 2, v_^ = y^ in eine 
Gleichung von der Form (1) transformiert. 

ÄusnakmefäUe^): Die Zurückführung der Gleichung (1) bzw. (10) 
auf die Normalform (7) ist in einigen Fällen nicht möglich, ins- 
besondere dann, wenn sich für eines der Elemente cc, ß, y unendliche 
Werte ergeben. 

1. Die Transformation versagt z. B., wenn 4a + c* « 0, also 
Q =^ <x> und daher auch y — oo ist. Um diesen Fall zu erledigen, 
substituiere man in die Normalform (7) sowie in die fünfte und 
sechste Lösung unter (9): 

und gehe darauf zur Grenze y = oo über; dann erhält man 

- SX+t + [1 - 2|A - (a + j3 +.l)IK^.i - (« + AX/S + %» - 0. 

Auf diese neue Normalform kann die Gleichung (10), wenn 
a+c* — ist, stets durch die Substitution ^er^^p^iy^ gebracht werden, 
falls (cc + ß + l)c — 26 + ist; man findet nämlich 

2 u c 

5 == 



derselben genügt: 
,,f-(-l)*|-*r(« + Ä)i^(a+Ä,«-y+l,«-^+l,^j) 



y 



= 00 



1^ i; § I [^a-fnj^L a-ß-^l 1! ^ {a-ß-hl){a-ß+2) 2! J 

Eine zweite Lösung ergibt sich durch Yertauschung von a und ß] 
andere aufzustellen, ist nicht nötig, weil beide Reihen für jedes end- 
liche h konvergieren (vorausgesetzt, daß a — ß keine ganze Zahl ist). 

Ist sowohl 4a + c* = als auch (a + /J + l)c — 26 — 0*}', so 
lautet die Differenzengleichung (10): 

- 4 i'»+, + 2 (« + ^ + 1 + 2A)if*+, - (a + Ä)(^ + h)z, = ; 

dieselbe geht durch die Substitution ^a^It) ^h ^^^^ ^^ ^^® 
Gleichung 



1) Hey mann, 1,, 1. c. 2) W, 
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welche die beiden Lösungen 

ul'^ = r(a + A) und uf = r(ß + h) 
besitzt Es ist nämlich symbolisch 

worin 

^ = «**+i-(a + A)«A and U = „^^i- QJ + Ä)«, 

ist, sodaS die Gleichung P = durch die Lösungen von Q = und 
Ä = befriedigt wird. — Ist /J = a, so lautet unsere Differeuzen- 
gleichung 

und es ist symbolisch 

daher besitzt die Gleichung P » zunächst die Lösung yon 

Q = Wj^^i — (« + A)W;i = 0, nämlich 

ul" = r(a + Ä) ; 
femer*) die Lösung von ^ = «4^.1 — (a + A)«^ — r(a + Ä), also') 

d. h. 

«W = rCa + ZOYCa + Ä) - r'(« + Ä), {^{x) - ^).*) 

2. Verschwindet in (1) der Koeffizient F, so wird a bzw. ß un- 
endlich groß; und an Stelle der Gleichung (10) tritt die folgende: 

«^A + 2 + (6 + ^*)^* + l - (« + *)^A » 0. 

Eine passende Normalform, auf welche diese Gleichung durch die 
Transformation Zj^ » q^r^j^ gebracht werden kann, erhält man dadurch, 
daß man in die Normalform (7) und in die erste und dritte Losung 

unter (9) die Substitution a; = | , J/* = ^''^^ einführt und dann zur 

Grenze für /5 = oo übergeht. Die neue Normalform lautet: 

5%+2 + (y + Ä - l)rik^y^ - (« + A)i?* =■ 0, 

und es ergibt sich q= , | = -,, y= "t- ; die zugehörigen 
Lösungen sind: 

1) Vgl. 2. Kap., V u. 6. Kap,, IV, C. 2) 3, Kap., VI. 

3) 5. Kap., V. 4) 1. iTap., If, C. 
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i?f' = (-l)*|-*r(y + Ä-l)F(«-y + l, ß-y+l, 2-y-Ä, |) ; 

dieselben konvergieren für jedes endliche h. 

Da solche Grenzübergänge wie die eben benutzten durch die 
Untersuchungen von Kummer über die hypergeometrische Reihe (1. c.) 
hinlänglich bekannt sind, so geben wir für die Fälle a = /3 =-= cx) und 
ß ^ y ^ cx> nur die Normalformen der entsprechenden Differenzen- 
gleichungen an; diese sind: 

S^A + » + (y + %Ä + i- 1?A = 0, 
^Ä + 2 - ^^A + 1 - (a + *)^A = 0. 

Weitere Untersuchungen nach dieser Richtung^ insbesondere auch über 
vollständige Differenzengleichungen zweiter Ordnung mit quadratischen 
Koeffizienten sowie über hypergeometrische Differenzengleichungen 
höherer Ordnung findet man ebenfalls bei Heymann (1«, S. 318 ff. und 3.). 

in. Dlfferenzengleichangen beliebiger Ordnung mit rationalen 
Koeffizienten: Asymptotische Darstellung ihrer Losungen dnrch 

Fakultätennormalreihen. ^) 

In diesem Abschnitte müssen wir einiges aus der Theorie der 
linearen Differentialgleichungen voraussetzen: man findet das Nötige 
z. B. bei HeffteTf Einleitung in die Theorie der linearen Differential- 
gleichungen^ oder Schlesinger, Handbuch der Theorie der linearen 
Differentialgleichungen^ 1. Band. 

Es möge die Differenzengleichung 

(1) P,W»,+„ + P„_, W«,+,_i + • • • + Poix)u, = ») 

vorliegen, in welcher die P^(^ir) Polynome desselben Grades |> sind; wir 
schreiben dieselben in der Form: 

Pj^{x) = C^.4- Cf^J^x+}i:)-h(\{X'i-k)(x+k+l)-\- • -+(7^ (x+k^x+k-hl} • (x-^krhp-l), 

(Ä=^0,l,2,...,n), 
worin 

r!(:;^ = A'P(-fc-r) (r = 0, 1, 2, . . ., p) 

ist. Wir wenden nun auf die Gleichung (1) die Laplacesche Trans- 
formation') an: 

1) Nörlufid, 8., 4.; vgl. GaJbrun^ Im 

2) Wir schreiben hier P^ix) statt P^*\ um Verwechselungen mit der Ä;*«»» Ab- 
leitung vorzubeugen. 

3) Vgl. 8. Kap., I; Pincherle, 1. und !•; Mdlin, 2.; BrajUew, 8. 



252 10. Kap. Integration der linearen Differenzengleichungen durch Keihen. 

(2) u^-'ft'-'v(t)dt, 

worin der Iniegrationsweg noch genauer angegeben werden wird. 
Durch partielle Integration ergibt sich 

xu^ - ^*t;(0 —ff Vit) dt, 

und wir müssen die Integrationsgrenzen so wählen ^ daß fiir diese 
Werte von t das erste Glied auf der rechten Seite verschwindet. Durch 
nochmalige partielle Integration erhält man dann 

x{x+l)u^ ^'+iv (0 + ft'-^'^v\t)dt usf., 

und daher allgemein 

x{x+l)--- (x + k- l)u, = (- l)*/V+*-it)«(<)d<, 

(Ä=l,2,..,i,;t,«(0 = ''7eJ*^), 

vorausgesetzt, daß die Integrationsgrenzen so gewählt worden sind, 
daß für diese Werte von t 

P+*^(*)(^)=.0 (i=0, 1,2,. ..,!?- 1) 

wird. Ebenso ergibt sich 

(A-1, 2,. ..,!?; r = 0, 1,2, ..., w), 
vorausgesetzt, daß an den Integrationsgrenzen 

(3) ^'+'-+*t;(*)(^)-0 (*-0, l,2,...,j)-l; r = 0, 1,2, ...,n) 

ist. Wendet man jetzt die Transformation (2) auf die Gleichung (1) 
au, 80 findet man, daß v(t) der Differentia^leichung 

genügen muß, worin 

ist. Diese Diiferentialgleichung gehört zur FudiSBchen Klasse^), wenn 
wir voraussetzen, daß die Wurzeln a^, o^, . . ., a^ der „charakteristischen^' 
Gleichung*) 

(5) Q^(^t)^C,^.^.c\^t + ... + ü,^t'~0 (Co^ + 0, C'^+O) 

von einander verschieden sind; wir denken sie uns so geordnet, daß 

1) Vgl. Heff'ter, Kap. 15, oder Schlesinger, Nr. 62. 

2) Vgl. 9, Kap., I, A. 
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' ^» ^1^/ ? wenn iKj ist; ihre Integrale verhalten sich alsdann in 
der ganzen Ehene ^^bestimmt^^ Die singularen Stellen sind außer 
und cx) die Wurzeln a^, a^y . • ^y a^ der ^^charakteristischen^^ Gleichung. 
In der Umgebung des Punktes ^ = existieren p Integrale von 
von der Form t"*(p{t), wo (p{t) eine in der Umgebung des Punktes 
holomorphe Funktion ist; während 

die Wurzeln der Gleichung Pq{x) = sind; wir ordnen dieselben 
so. daß 

ist. Wenn einige dieser Wurzeln sich um ganze Zahlen unterscheiden 
bzw. einander gleich sind, so werden in dem allgemeinen Integral 
Logarithmen auftreten.^) 

In der Umgebung des Punktes t ^ cx) existieren p Integrabeihen 
von der 'Form 

welche für hinreichend große Werte von t konvergieren. Die Ex- 
ponenten y- sind die Wurzeln der Gleichung P„(a; — n) = 0; wir ordnen 
sie 80; daß 

Was endlich die singularen Punkte a^ (i = l,2,...,n) anbetriflft, 
so besitzt die zum Punkte a^ gehörige determinierende Gleichung^ 
die Wurzeln 0, 1, 2, . . ., p — 2, ß^^ worin ß^ eine beliebige komplexe 
Zahl sein kann^ die wir zunächst als nicht ganzzahlig voraussetzen. 
Das allgemeine Integral von (4) hat dann die Form 

worin if(t) und x(f) i^ <^6r Umgebung von a,. holomorph sind. 

Wir woUen jetzt den Integrationsweg für das Integral (2) fest- 
setzeU; indem wir daran denken^ daß die Integrationsgrenzen den Be- 
dingungen (3) genügen müssen: Wir ziehen eine gerade Linie von 
nach a^; es sei 6,. ein Punkt derselben zwischen und a,. und so nahe 
an a^, daß ein um a, als Mittelpunkt beschriebener Kreis ^ der durch 
h^ geht, durch keinen singularen Punkt hindurchgeht und auch außer 
a^ keinen anderen singularen Punkt einschließt. Wir integrieren dann 
längs der geraden Linie von bis 6^, durchlaufen die Peripherie des 
Kreises und darauf die gerade Linie von 6,. bis 0. Alsdann werden 
die Bedingungen (3) erfüllt sein, wenn SR(a; + ap)>0 ist. Es wird 

1) Heffter, Kap. 7; Schlesinger, Kap. 3 und 4. 

2) Heffter^ 1. Kap., Nr. 7; Schlesinger, Nr. 45. 



254 10. Kap. Integration der linearen Differenzengleichnngen durch Reihen. 

dann mit Berücksichtigung des Cauchy sehen Satzes^ welcher besagt, 
daß das über einen geschlossenen Weg erstreckte Integral einer 
holomorphen Funktion gleich Null ist, eine Lösung der Di£ferenzen- 
gleichung (1): 

worin auch <p.(t) eine in der Umgebung von a,. holomorphe Funktion 
ist. Integriert man in dieser Weise um jeden der singulären Punkte 
^1} ^2f ' - 'f ^ny ^^ erhält man n Integrale der Gleichung (1); wir 
werden später zeigen, daß zwischen ihnen keine homogene lineare 
Relation mit ,,konstanten^' Koeffizienten besteht. Diese Integrale 
gelten überall in einer Halbebene rechts von der zur reellen Achse 
senkrechten Geraden ^(x) = Sl(— Op), wo — a^ diejenige Wurzel von 
Pq{x) = ist, welche den größten reellen Teil besitzt. 

Wir wollen jetzt untersuchen, wie sich w^ (= u{x)) für sehr große 
reelle positive Werte von x verhält. Zu diesem Zwecke teilen wir 
den Integrationsweg in drei Teile: 1) die Strecke von bis 6,.^), 
2) die Peripherie des Kreises um a,., 3) die Strecke von 6^ bis 0^), 
und bezeichnen die entsprechenden Integrale mit K^, K^ und K^'^ wir 
betrachten zuerst 






Es sei M der Modul des größten Wertes, den t ^v{t) längs des 
Integrationsweges annimmt; dann ist für genügend große positive xi 

und da 6^ < | a,. ist, so wird 

(6) limar'-'"^-feti)jE; = 

für alle endlichen Werte von ii ); dasselbe gilt für K^, 

Um sodann das Verhalten von K^ für große x zu untersuchen, 
betrachten wir das Integral 



1) Sollte auf der Strecke zwischen und h^ ein anderer singalärer Pnnkt a^ 
liegen, so muß der Integration s weg an demselben vorbeifuhren. 

2) Dies folgt daraus, daß für große Werte von x sich — Tr v wie 

cxf^''^ verhält (vgl. den Ausdruck für Tix) S. 237) und lim x" (■^)*= ist für jedes 
endliche v, '=~ ^"*^ 
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worin 9i(/S) > — 1 und s eine positive Zahl zwischen und 1 ist, 
während q>(t) sich in der Umgebung des Punktes 1 in eine Reihe 
von der Form 

^(t)~^ Ao+ Ä,{l-t) + A,ii-ty+ ■ . . + Ä„{l-tr+ R„ 

entwickeln läßt, welche för , ^ — 1 ; ^ p konvei^iert, wo 1 ^ p > r 
ist (r = 1 — e). Wir wollen dann den Grenzwert 

lim ^(^+; +A) T 

zu bestimmen suchen: wenn wir q>(i) in die obige Reihe entwickeln, 

so wird 

1 1 

(7) T^Aj\'-\l^tydt + Äj't'-\l^ty-''dt + " 

f 9 

1 1 

• . + Aj't''-'{i-ty^"'dt+J'i'-\i-tyR„dt. 

Es läßt sich nun eine positive Größe M^ so bestimmen, daß für 
jedes h 

M*l<f- 

wird^); dann ist in dem Intervall a < ^ < 1 (also < 1 — < < r): 

ii=.i<(fr3f._f3. 

Q 

Wir betrachten jetzt das Integral 

1 
P-.ft'-\l-tyB„dt; 

ff 

wird /5 = ^' + iß" gesetzt, so ergibt sich mit Rücksicht darauf, daß 
der Satz „Der absolute Betrag einer Summe ist kleiner oder gleich 
der Summe der absoluten Beträge^' auch fttr bestimmte Integrale gilt, 



00 



sodaß z. B. für r{x) ^fe-H'^^dt (3t(a;) > 0) 







(8) |r(M + t;Oi^r(M)») (m>o) 



1) Vgl. z. B. Weiersiraß^ Abbandlangen aus der Punktionenlehre (Berlin 
1886), S. 98, 94. 

2) Das Gleichheitszeichen gilt nur für v^^O. 
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ist: 

''<<.r^j>-'^^-o'\-"<MTrwM^^y' 

Da r < p ist, kann man die endliche Zahl m so groß wählen, daß 
für alle Werte von x: 

also wegen (8) erst recht 

wird, worin d eine beliebig vorgegebene positive Oröße ist. 
Aus (7) erhält man nun^j: 

1 cm 

k = l 

worin ^ 

« 

also, da nach Formel (6) der Einleitung dieses Kapitels 

1 






1) 

ö 
ist, 



worin 





gesetzt wurde. Nun ist aber, wenn £ < (J < 1 : 



und daher für ein genügend großes x: 

iS^ < g (vgl. S. 254, Anmerkung 2). 



1) Vgl. Formel (6) der Einleitung dieses Kapitels; es ist nämlich offenbar 

1 1 

r t^-'{i — ty\dt<: r f^{i^tydt 

t 

2) Tf'. 
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Femer ist 

1 

\Q.\<\A\-f\t'-'a-ty*\dt, 



also 

^^^) r>) ^k\<\A\ r(x + ^+k + i) — (A^-l;2,...,m), 

daher können wir x so groß wählen^ daß 



r(x+ß +i)^ 



^ 3wi 



reo:) 

ist. Wir haben nunmehr m und a? so bestimmt^ daß 



^(-''±?+^>T-A,r{ß+i)\<d 



r(*) 

wird; folglich ist, da d beliebig klein angenommen werden kann, 
(12) lim '■-(?+;+*>T = Ar(/J+ 1). 



X =00 



r(«) 



Wir wenden jetzt die Bestimmong dieses Grenzwertes auf die 
Untersuchung unseres Integrales 

K 

erstreckt über den durch h^ gehenden Kreis um a^y an: In der Um- 
gebung des Punktes a,- hatte v{t) die Form 

worin fp{i) und ^(f) in diesem Bereiche holomorphe Funktionen be- 
deuten; daher ist nach bekannten Oau^y sehen Integralsätzen ^): 

V \ 

Wird t = a.z gesetzt, so erhält man 

1 






also mit Berücksichtigung des Grenzwertes (12): 

lim ar - ^"+^+ '^ ^, - (1 - e'"'.^')«/' A r(A + 1). 



1) Vgl. z. B. Durege, Elemente der Theorie der Funktionen einer komplexen 
veränderlichen GrOße (4. Aufl. Leipzig 1893), 8. und 4. Abschnitt. 

Wallenberg: Lineare Diifereiuengleiohnngen. !■■ 
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Nun war 

also ergibt sich endlich mit Rücksicht auf (6): 

lim u,{x) = (1 - «»'"A)^ r(A + 1)«/'+' r-^^ ^ ij • 



XBdO 



Wir haben zwar bei der Herleitung dieses Resultates vorausgesetzt, 
daß 9t (A) > — 1 ist, es gilt aber auch für SR(/3J ^ — 1; denn wenn 
JKj hinreichend oft partiell integriert, so führt die Untersuchung von 
K^ auf Integrale von der Form 

WO nunmehr 5R(/S,. + 3^) > — 1 ist. 

Integriert man auf dieselbe Weise um jeden der singulären 

Punkte a^, so erhält man n Lösungen m^*^ (=M^(a:); i=l,2, ...,n) 
der DiflFerenzengleichung (1), welche sich für große reelle positive 
Werte von x asymptotisch wie 

c. a^'^x'^^i'^ (C; Konstanten; i =» 1, 2, . . ., n) 

verhalten.^) Dieselben sind linear unabhängig, wenn fl^i |i> | «s | > • • • > 1 a„ [ 
ist; denn angenommen, es bestände eine Relation von der Form 

worin die caj periodische Funktionen von der Periode 1 sind, so 
setzen wir a? + v an Stelle von Xy worin v eine ganze Zahl bedeutet^ 
sodaß 0)^*1^ = 00^*^ ist und die Relation jetzt folgendermaßen lautet: 

Wir dividieren nun diese Gleichung durch al^^{x + vy*^^~^ und 
lassen darauf v uneudlich groß werden; dann folgt mit Berücksich- 
tigung der obigen asymptotischen Werte für alle x mit etwaiger Aus- 
nahme diskreter Punkte ©j Cj = 0, wo q eine von Null verschiedene 
Eonstante ist, also identisch cdJ^^»=0*), sodaß in der fraglichen 
Relation das erste Glied unterdrückt werden kann. Dividiert man 
dieselbe dann durch öt*'*'''(a: + i/)~'^*~^ und läßt wieder v unendlich 



1) Vgl. den Ausdruck für V{x) im 10. Kap., I, B, S. 287. 

2) Dabei schliefien wir solche periodischen Funktionen aus, die nur an 
diskreten Stellen von Null verschieden sind. 



ni. Differenzengleichungen beliebiger Ordnung. 259 

groß werden, so folgt cöj*^ = 0; ebenso zeigt man, daß auch £oj*^ = 0, ..., 
®r = sein muß. Dieser Beweis gilt auch noch, wenn mehrere 
Wurzeln a,. der ,,charakteristischen'' Gleichung gleichen absoluten Be- 
trag haben (ohne einander gleich zu sein), falls nur die zugehörigen 
Exponenten ß^ verschiedene reelle Teile besitzen; denn ist z. B. 



so können wir sie uns so geordnet denken, daß 

^ißO < ^{ßO < < ^(ßO 

ist, und dann die obige Schlußweise anwenden. 

An Stelle des oben angegebenen Integrationsweges hätte man 
auch den folgenden wählen können: es sei c^ ein Punkt des kleinen 
Kreises um a^ derart, daß | c,. | > | a,- 1 ist; von c,. ziehen wir eine 
Gerade L, die sich bis ins Unendliche erstreckt und durch keinen 
singulären Punkt hindurchgeht, und integrieren von oo längs L bis c^, 
durchlaufen die Peripherie des Kreises um a^ und gehen dann wieder 
von c,. längs L nach oo. Ein auf diese Weise definiertes Integral 
genügt der Differenzengleichung (1) in einer Halbebene links von der 
durch 5R(a; — 1)=«0 bestimmten Geraden, worin 5 diejenige Wurzel 
von P„(a;) = ist, welche den kleinsten reellen Teil besitzt: dann 
sind nämlich die Bedingungen (3) erfüllt. Durch dieselbe Unter- 
suchungsmethode wie oben^) findet man, daß für sehr große negative 
Werte von x die Lösungen der Gleichung (1) sich wie 

(l - c'-'A)^. r(/3, + l)a/i+'Cfcj^, 

d. h. wie 

c. af x'^i" ^ ({ = 1, 2, . . ., n) 

verhalten, also ebenso wie für große positive x. 

Wenn die Differenzen zwischen einigen der Größen a- ganze 
Zahlen sind, so wird v(t) in der Umgebung des Punktes t=^0 durch 
Reihen von der Form fi (log ty(p(t) dargestellt, wo (p{t) in der Um- 
gebung von ^ = holomorph ist. In diesem Falle ändert sich nichts 
an der vorhergehenden Ent wickelung, da v (t) t'^p'^^ auf dem Integrations- 
wege überall endlich bleibt. — Ist ferner ß^ eine ganze Zahl ^i)— 1, 
so ist t;(^) in der Umgebung von a^ holomorph, also das längs des 
Weges um a. erstreckte Integral u^{x) identisch Null: in diesem Falle 
kann man den vorher gewählten Integrationsweg durch die Strecke 

1) Man hat nur in dem dort betrachteten Integral T die untere Grenze 
größer als 1 anzunehmen und die reziproke Substitution f = — auszufahren. 

17* 
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von bis a^ ersetzen, da in diesen beiden Punkten die Bedingungen (3) 
erfiUlt sind; w^(a?) verhält sich dann für große positive Werte von x wie 

A)«/* rc^c + ft + i) 

Betreffs der übrigen Ausnahmefälle {ß^ eine ganze positive oder 
negative Zahl <|) — 1; einige Wurzeln a,. einander gleich bzw. 
oder cx)^)) müssen wir auf die Arbeit von Norlund selber verweisen 
(3., S. 11 ff.). 

Bisher haben wir bei der Bestimmung des Wertes von u^ für 
große Werte von x nur das erste ölied der Reihe fp{t) in Betracht 
gezogen; man kann aber eine größere Aimäherung erzielen, indem 
man die oben betrachteten Integrale in Fakultätenreihen entwickelt.^ 
Wir hatten 

(13) u,{x) ^ft'-'{a,-iyifp{t)dt, 

das Integral erstreckt über den vorher angegebenen Weg, und 

(14) ^(0 = A+AiOi-t) + M<^i-ty+-+^.,('^-tr + Kit); 

die Reihe für g)(t) konvergiert innerhalb eines Kreises um a,., der 
durch den dem Punkte a. nächsten singulären Punkt hindurchgeht. 
Wenn ausnahmsweise kein singulärer Punkt von t;(^) ist und inner- 
halb dieses Kreises liegt, so erhält man, wenn man in (13) ip(t) durch 
den Ausdruck (14) ersetzt und gliedweise integriert^): 

ri5^ u (x^ - a- r(P^+i)r(a:) f . . ft + 1 

wobei von dem konstanten Faktor (1 — e^**^»)a^'^» abgesehen worden 
ist. Diese Reihe entspricht den Normalreihen in der Theorie der 
linearen Differentialgleichungen; sie konvergiert im ganzen endlichen 
Teile der o;- Ebene mit Ausnahme der einfachen Pole —ß^ — 1, 
— /J,. — 2, — /3^ — 3, ... gleichmäßig.*) — Ist ferner ein singulärer 
Punkt, der a- von allen singulären Punkten am nächsten liegt, so 
konvergiert die Reihe (15) für 9i(a; + ap)>0, wo a^ die oben defi- 
nierte Größe ist.*^) 



1) In diesem Falle wird die Substitution Ug. «= P' {x) w^ gemacht und /i wie 
im 9. Kap., I, C durch das NewtonBche Polygon bestimmt. 

2) Nörlund, 8., § 10; W. 

3) Vgl. Formel (6) der Einleitung zum 10, Kap, 

4) Vgl. IHncherle, 10., S. 226; Nielsen, 8., § 96, Satz V. 

6) Vgl. Pincherle, 11. (Februar 1902); Nielsen, 8,, § 96 u. 96, Satz I u. m. 
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Wenn dagegen diese speziellen Annahmen nicht zutreffen, so diver- 
gieren die Fakultätennormalreihen im allgemeinen; sie stellen aber in 
diesem Falle das Integral der Gleichung (1) asymptotisch dar: Setzt 
man nämlich 

SM = ^i r{x + ß, + i) 1^0 + A«. ^- + ft + 1 + • • 

SO kann man zeigen, daß 

(16) lim ar -^"-^^^ +-^ {«X^) - S^ix) ) = 



« = 00 



ist. Der Beweis wird ganz ähnlich geführt wie oben bei der Be- 
stimmung des ersten Gliedes der Reihe für t»^ für große Werte von x, 
nur daß hier statt eines Gliedes v + 1 Glieder auf die linke Seite 
gebracht werden. Zunächst besteht wieder die Gleichung (6) zu Recht; 
daher ist, wenn t^ a^e gesetzt wird, für sehr große Werte von x\ 



i^x) - SXx) = a,^[^N, +^ Q, + P], 



worin 






f 

1 

p =: jV-i(i -0yiB„x<^,0)dz 

ist. Nun zeigt man genau wie vorher, daß nach Vorgabe eines be- 
liebig kleinen d für genügend große m (> v) bei allen Werten von x 

\r(x + ß, + v + i)j, dl) 
r{x) .3 ' 

und für genügend große x 






<3^)' (Ä^ = 0,l,2...,i/), 



1) Vgl. Gleichung (9); man braucht nur P in der Form zu schreiben: 

1 
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sowie 

r(x) — V*|<3(sr=:;;) ^ (Ä = v+l,v+2,...,m) 

ist. Für hinreichend große Werte von m und x ist also 
womit die Gleichung (16) bewiesen ist. 

IT. Dlfferenzenglelchmigeii beliebiger Ordnung^ deren 
Koeffizienten Faknltätenreihen sind: Normalform; Integration 

dnrch lionTergente Falinltätenreilien.') 

An die Spitze dieser Untersuchung stellen wir zwei wichtige 
Sätze über Faknltätenreihen^ für deren Beweis wir aber auf die Quellen 
verweisen müssen. 

Satz I: Die Fahdtätenreihe 



00 



r=0 

welche für 9l(x) > A unbedingt konvergiert^)^ kann in die FaJctdtäten- 
reihe 

r = 

transformiert werden; dieselbe konvergiert 

für afl(a;) > 0, ^{x) > A, ivenn 9i(y) ^ 0, 

für ^(x + y)>0, SR(x + y)>A, wenn 9l(y) < 
ist. 

Den Beweis dieses Satzes findet man bei Nielsen, 8,, § 98; er wird 

in der Weise geführt, daß Q(a:) als Integral von der Form / (p(t)t'''^dt 

1 b 

dargestellt und dieses dann durch das Integral j q)(t)t~^ t'^^'^dt er- 



setzt wird, welches wieder in eine Fakultatenreihe entwickelt werden 
kann. — Ein zweiter Beweis, der nicht auf die Integraldarstellung 

1) Vjfl. Gleichung (11). 

2) Nörlun 1, 2., 4. und briefliche Mitteilung an den Verf. W. 

3) Hierbei sind — wie auch im folgenden — die Punkte « = 0, — 1, — 2, ... 
stets auszuschließen. 
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der Fakultätenreihe rekurriert; stützt sich auf die Betrachtung der 

00 

Doppelreihe ^ w^,, wo 



r,«asO 



u 



{r + 8)1 y(y + 1) ' " (3^ + 8 — l)a^ 



r,r + t g 



l(x + y){x + y+l)''-{x + y + r + 8)> ^^'^^ * ^ ^' 



u 



und 



r,r-{-s 



0, wenn 5 < 0, 



ti. 



rl a^ 



'■.'• (x + y)(x + y + l)...(a? + y + r) 



ist; auf welche ein bekannter Satz von Cauchy^) angewendet wird.') 
Satz II: Wenn eine FakuUätenreihe mit den „Koeffizienten^^ «^ 

00 

für 9t (rr) > ft ^ Tionvergierty so ist 



log 



^ = lim sup 






8 



) 



ysao 



logy 



Dieser Satz gestattet; für Q(x) eine Majorantenreihe aufzustellen: 
es sei nämlich e eine beliebig kleine positive Gröfie; so folgt aus 
demselben, daß für alle v oberhalb einer gewissen Schranke 

■*=o ! 

ist. Nun ist aber, wie sich unmittelbar aus der Produktdarstellung 
der Gammafunktion ergibt^); 



lim 



a (a + 1) • • • (of 4" ^ — 1) 



=ooi^(/J + i)-"(/J+*'-i): 



r(«) 



!;«('' -i^). 



also insbesondere für a==/t + « + l, /öl=l: 



lim 



(fi + « + 1) (|i + « + 2) . . . (/i 4- e + i;) 



ras 00 



'r(ft + B + 1) 



!/•« + • ; 



daher läßt sich eine positive Zahl M derart angeben ; daß für sämt- 
liche Werte von v 



1) Analyse algäbrique (1821), S. 641. 

2) Briefliche Mitteilungen von Nörlund an den Verf. W, 

3) Landau, 2., Satz VIU, S. 176. 

4) 1. Kap., II, C; vgl. Nielsen, 8., § 21; Landau, 2., S. 159. 
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l*=o ! 
wird. Wir betrachten nun die Reihe 



X 



dieselbe konvergiert unbedingt für 9{(a?)>/i; besitzt lauter positive 
Koeffizienten, und die Summe ihrer v + \ ersten Koeffizienten ist 
für alle Werte von v größer als der absolute Betrag der Summe der 
1/ + 1 ersten Koeffizienten a^ der Reihe Q{x), da ja, wie man leicht 
durch vollständige Induktion zeigt, 

^ (fH- « + 1) (|i +_H-_2) • • • (f* + ? +^) 

1 2 • « • V 

ist. 

Nach diesen Vorbereitungen wenden wir uns zu der Integration 
der Differenzengleichnngen von der folgenden Normälform: 

n 

(1) P(uJ^2<a;-l)-..(a;-t + l)pf7\ = 0, 

(p^")=: 1, Faktor von p^^^u^ gleich l) , 
worin 

V*tt, - (- 1)*A*«,_» == «,_,- ( J)u,_,^, + (*)u,_,,,- . • • + (- ly«, 

ist und 



00 



(2) ^''="2'?;rri.M (*-o,i,2,..,«-i) 



{X + ly 



Fakultätenreihen sind, die für 9l(n?)>ft unbedingt konvergieren.*) 
Nun ist, wie man leicht durch vollständige Induktion beweist, für 
eine beliebige Zahl q: 



1) Vgl. dieses Kap., I, A, 2., Beispiel (erste jSi^irZtn^sche Formel). 

2) Hierin ist der Fall enthalten, daß die p^^ rationale Funktionen sind, 
deren Zähler höchstens von demselben Grade wie der Nenner ist; denn man 
kann dieselben in Partialbrüche zerlegen und die einzelnen Partialbrüche nach 
den beiden ^^trZin^ sehen Formeln (vgl. 10. Kap., I, A, 2., Schloß; bei mehr- 
fachen Wurzeln des Nenners eventuell mit Zuhilfenahme des Satzes I) in Faknl- 
tätenreihen der oben angegebenen Form entwickeln. 
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{^\ V* I(?+l) _e(g + l)---(g+A:-l) r(a; +l) 

^^ r(x + Q + l) x{x—l)...ix — k + l)f{x + Q + l)^ 

und daher 

^^ ^\r{x + Q + i)j r{x + Q + i)f^^^^^' 

worin 

/(^;(>)-p(p+i)---(p+w-i) + --+(>(e+i)---(()+Ä-i)i>f+...+j>f 

gesetzt worden ist; mittels der Reihen (2) läßt sich f(x, q) nach 
Satz I in eine Fakultatenreihe 



00 



f,(.Q) 






entwickeln^ welche in einem gewissen Gebiete konvergiert. 

Wir woUen jetzt die vorgelegte Gleichung (1) durch eine Reihe 
von der Gestalt 



00 






zu befriedigen suchen; es ergibt sich 



ee 



i>K)-2'^*^(r^Swi)) -2'^* r(.+S*+x)A-,(>+*) («.öl.(4)) 



Jb = Jt = 

00 00 



00 



'-2r>-F^+Ffi){^*/i>(9+*) + ''*-i/'t(p+*-l)+"-+''o/i(^^ 



* = 

Zur Bestimmung der Größen e,^ erhalten wir daher die Gleichungen 

(6) cJ.ifi + Jc) + c,_,f\{Q + lc-l) + . . . + C,f,{Q) =^ 0, 

(Ä; = 0, 1, 2, ...); 

für h=^0 wird 

^oAo((>) = 0; 

^0 (+ ö) bleibt willkürlich, und q bestimmt sich als Wurzel der 
„determinierenden Gleicfmng/^* 

wo 

F{q) = q{q + 1)"- [Q-rn— 1)-\ h (>((> + 1) •• • ((>+Ä;— l)a^+ • • • + «Oo- 

Ist nun Q eine Wurzel der determinierenden Gleichung, aus der 
keine andere Wurzel durch Addition einer positiven ganzen Zahl her- 
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vorgeht; so kann man aus dem Oleichungssystem (6) sukzessiye c^, 
c^, Cj, ... berechnen. — Um eine formale Vereinfachung zu erzielen, 
setzen wir 

91 =s -i ' ' - 9) • 

**« r(a: + e + l) *' 
dann genügt v^ der DifPerenzengleichung 

n 

(7) V(a; + p)(a; + p-l)...(a: + p-* + l)^fV*t; -0 






(p^"^«l; Faktor von p^^^v^ gleich l) , 



worin p^^^ (ft = 0, 1, 2, . . ., n — 1) eine lineare Funktion von j)j*^ , 

Px^^\ ' ' '} P^x^^^ ™^* konstanten Koeffizienten ist: dies ergibt sich 
leicht, wenn man die Formel 

sowie die Gleichung (3) berücksichtigt. Die Funktionen p^^ lassen 
sich daher in Fakultatenreihen von der Form (2), konvergent fiir 
^{x)> ii, entwickeln, und diese wiederum nach Satz I in solche 
von der Form 



00 



^W^y.-^'- a = 0,l,2,...,n-l) 

transformieren, welche konvergent sind 

für $R(rr) > 0, «(a:) > fi, wenn 91(^)^1, 

für ^{x + Q-\)>0, Sft(a^ + ()-l)>|i, wenn 9l((>) < 1 

ist (es ist nämlich p^^ bzw. p^^ von der Form c + Q{x+V) des Satzes I 
und y =»()-- 1). 

Die Differenzengleichung (7) wird jedenfalls formal durch eine 
Reihe von der Gestalt 



00 



(8) ^x Zi\x + ^J\-lp ^<> + a;+p'+l + (x + p+i)(ar+^T2) + 



befriedigt; es ist also jetzt eine Wurzel der determinierenden Gleichung 
F{q) — gleich Null (d. h, \ = 0), während dieselbe nach Voraus- 
setzung durch keine positive ganze Zahl befriedigt wird. — Um nun 
die Rekursionsformel zur Berechnung der Cj^ in einer för den Kon- 



1) Vgl. 2. Kap., I, B. 
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vergenzbeweis geeigneten Form zu erhalten^ sclireiben wir die Glei- 
chung (7) in der Gestalt 



worin 

n 

A(v:)-^b^ix + QXx + Q-l).--(x + ,f-k + l)^'v, (6^-1), 

(Faktor von gj^^Vr^ gleich l) , 
und 

ist. Wenn dann v Null oder eine ganze positive Zahl bedeutet und 
wieder 

F(v) = i/(i/ + 1) . . . (v + n — 1) + • • 

• ' + \^(^ + 1) • • • (v + * — 1) H .,+ 6,^1/, 

f{xyv) = 9^""^V(i/ + 1) • . • (v + n - 2) + • • 

. . + (y%(i/+ 1) . • . (y + k-l) + •" + q^^v + «i'^ 

gesetzt wird, so läßt sich f{x, v) nach Satz I in eine Fakultätenreihe 
von der Form 

ff^ y) _ f(y\ . _ /i W ... 6(''^ X . . . 

entwickeln^ die dasselbe Konvergenzgebiet besitzt wie die oben hin- 
geschriebenen Reihen für die p^^K Setzt man femer 

(v+Ä)! (v+ifc)! "^ (i^+it — 1)! "^ ' "^ v! ' 

SO erhält man für die Bestimmung der Größen c^, c^y c^, - * - die 
ßekursionsformel 

(9) F{v+ l)c„^, = g,(v) c, + g^{v-l)c,.^, + • • • + ^,(0) c, , 

(i; = 0, 1,2,...); 

r 

hierin sind die fl'jCv) lineare Punktionen der Größen 5^ =^^du 
(Ä; = 0, 1, ..., n— 1) mit posUiven Zahlenkoeffizienten. 
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Wir ersetzen jetzt die Sj^ durch örößen, welche positiv und dent 
ahsoluten Werte nach größer als dieselben sind^ und wählen zu diesem. 
Zwecke für q^^^ (ä = 0, 1, . .., n—l) die folgende Majorantenreihe: 



1— . 

X + Q 



= m(i+ ^ -+ - ^V+iL_ ...\ 



WO 

A - |ia' + £ + gi((>), wenn 9i(c>) ^ 1 , 
A = jw,' + £ + 1 , wenn 9l(()) < 1 

ist^ während ft' die größere der beiden Zahlen und ii bedeutet 
Alsdann betrachten wir die Majoranten-Differenzengleichung 



n 



(10) p^{x + (»)(a; + 9 - 1) . . • (a; + p -fc + l)7*i;, 

n- 1 



1 — 



*=1 



X + Q 

worin p eine noch näher zu bestimmende positive Zahl ist; diese 
Gleichung wird formal durch eine Reihe von der Form 

(11) '^x^Yq+ a;\|. pTfl + (3^47^ +1) \x+~Q + 2) ■* 

befriedigt. An Stelle der ^^determinierenden Funktion'^ ^(y) ^^^^ 
pfp{v)f wo 

(p(v) = v(y+l)'- -(v + n—l) H h v(v + l)-" (v+A:— 1)H \- v 

ist; diese Funktion verschwindet ebenso wie F{v) für v = und 
nimmt für alle positiven ganzzahligen v positive Werte an. Der 
Rekursionsformel (9) für die c^ entspricht eine solche für die y^: 

(v = 0, 1,2,...), 

in welcher die Koeffizienten h. sämtlich positiv und größer als die 
absoluten Beträge der entsprechenden Koeffizienten g^ sind. 

Wir bestimmen nun p derart^ daß für aUe positiven ganzzahligen v 

p(p(v)< F{v) 

wird; das ist deshalb möglich, weil V{y) für keine positive ganze 
Zahl verschwindet und 
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ist.^) Wird dann noch y^ positiv und größer als \Cq angenommen^ 
so ergibt sich aus (12) sukzessive y^^^ (i/ = 0, 1, 2, ...) als ein Bruch, 
dessen Zähler größer und dessen Nenner kleiner ist als der absolut 
genommene Zähler bzw. Nenner des aus (9) entspringenden Bruches 
für c^^i] es ist daher für alle v 

Somit konvergiert die Reihe (8) und stellt eine Lösung der Differenzen- 
gleichuug (7) dar, falls die Reihe (11) konvergiert. Um dies zu 
prüfen, multiplizieren wir in der Gleichung (10) auf beiden Seiten 

mit 1 7- und setzen die Reihe (11) ein: dann erhalten wir mit 

Berücksichtigung der Formel (3): 



00 00 



/^ _ ^\ ^ (p(v) ^ ^ '^ 1|>(V) 



worin 

^{y) = i/(t/+l)---(v + ^ — 2) H h i/(r + l)«--(i/4-Ä— 1)-| h v+ 1 

ist Durch Multiplikation mit x-\-q nimmt diese Gleichung die folgende 
Gestalt an: 



00 



^^y^J^ 



q>(y) 



+ ^ + 2) • • • (a; + p + v) 



00 



y = 

die linke Seite dieser Gleichung, 



00 



p^rv^i 



q>{v + l) 



läßt sich nach Satz I in 



00 



^2(X 



+ Q + l){x + g + 2) ' " {X+ Q + v) 
v-0 



1) Von einer bestimmten endlichen Stelle v=^t B>n wird nämlich deswegen 

es genügt daher, JP ^ y und gleichzeitig kleiner als den kleinsten der (von Null 

verschiedenen) absoluten Beträge von — Vti -, L • • -i \. "~.x zu wählen. 

* 9(1)' qp(2)' 9(* — 1) 
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transformieren. Setzt man noch y^^vl^l, so erhält man für die yl 
die Reknrsionsformel 

aus derselben ergibt sich 

Daher wird, wenn t^ das (t/+l)*® Glied der Reihe (11) bezeichnet, 

also 

lim v/'l -%t-) = ;r + () + 1 - (A-n); 

1=00 \ % / 

folglich konvergiert nach einem bekannten Kriterium^) die Reihe (11), 
falls 

^(x + ()) > A — n 

ist, und hieraus folgt wiederum, daß die Fakultatenreihe (8) bzw. (5) 
konvergent ist 

für 9ft(a;) > /t' - n, wenn SR((>) ^ 1 , 

für 9ft(a;+ ()—!)> ^'—w, wenn ?R(())<1. 

Aus unseren Entwicklungen fließt der folgende 

Säte: Wenn für eine DifferenjsengUichung n^ Ordnung von der 
Normalform (1), deren Koeffizienten |?j*^ für *Si{x) > /t konvergente 
FakuUätenreihen sind, "keine 0wei Wurzeln der determinierenden Glei- 
chung sich um eine ganze Zahl (inkl, 0) unterscheiden, so entdecken 
ihren n Wurzeln q^ (i = 1, 2, . . ., n) n FundamentaJiösungen^ u^^ von 
der Form (5), und zwar konvergiert uf 

für ^(x) >iL—n, wenn SR(9,)^1, 

für 9i(a: + p^— 1) > /i' — w, wenn ^(q^ < 1 

ist; darin bedeutet (i die größere der beiden Zahlen und [i. 

1) Vgl. Weierstraß, 1., Abschn. 6, Satz V— VII. 

2) Daß die u^'^ (*= 1, 2, . . ., n) ein Fundamentalsystem bilden, ergibt sich 
daraus, daß für große x die ,,Determinante dieser Funktionen^* (vgl. 2, Kap.^ ly A) 

^K^ «f. • ■ •. «i"') = «~^""^'*' {0 + 8^, c + 0. lim *. = 0, 
ist, Bodaß B nicht identisch verschwindet. (W.) 



«soo 
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Aaf den Fall^ daß einige Wurzeln der determinierenden Gleichung 
sich um eine ganze Zahl (inkL 0) unterscheiden , können wir hier 
nicht naher eingehen (vgl. Norlund, 2.). 

Beispide^): 

n 

1. ^ aj^x{x— 1) • • • {x—h + 1) V*w, = (a^ Konstanten, a„« 1). 
Hier ist 

n 

daher ergibt sich, falls die Wurzeln q. (i« 1, 2, ..., n) der deter- 
minierenden Gleichung /J)((») == sämtlich von einander verschieden 
sind, unmittelbar aus Gleichung (4) als allgemeine Lösung unserer 
Differenzengleichung : 



^x 



i-1 



worin die m- „Konstanten" (periodische Funktionen von der Periode 1) 
bedeuten. 

n 

(% und fc^ Konstanten, ^n^^i ^n^^)- 
Hier ist 

/•(^,(»)=/-o(9)+/fi, 
worin 

n 



* = 

«-1 



fxi.9)-^hQ{Q + '^) ■ ■ ■ (9 + ^--l) (9<»'-l)- 



t = 



Wenn die Gleichungen /Jj((>) = und fiifi) = eine gemeinsame 
Wurzel Qj^ besitzen, so wird für aUe x 

die Gleichung 3. besitzt daher, wie immittelbar aus (4) folgt, die 
Lösung ■=.^ V^ i_i\? wir können daher im folgenden diesen Fall aus- 

1) Nörlund, Briefliche Mitteilung an den Verf. W. u. 4. 
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schließen. — Mit Berücksichtigung der aus dem Satze I oder aus der 
ersten Stirling salieii Formel (10, Kctp., I, kj 2,, Schluß) folgenden Ent- 
wicklung 



00 



x + 1 ^ Zj (a; + p + l)(a; + ^ + 2)...(a; + ^ + l + s) ^^ ^^ 

9 = 

ergibt sich nun 

f.^iiQ) -Q{Q + l')'-' (Q + s-l)f,{Q) (s= 1, 2, 3, .. .). 

Aus der Rekursionsformel (6) erhält man daher fCLr jede Wurzel q 
der determinierenden Gleichung /^(p) = 0, deren Wurzeln sich nicht 
um ganze Zahlen (inkl. 0) unterscheiden mögen, zur sukzessiven Be- 
rechnung der Koeffizienten c^ die Gleichungen: 

Ci Uq + 1) + ^0 fi(9) - 0, (Uq) + 0), 

CtfoiQ + 2) + cJ,{q + 1) + c,Qf,(Q) - 0, 

(^JoiQ + 3) + c,aQ + 2) + c,{q + l)aQ + 1) + c,q{q + l)f,{Q) = 0, 

usf. 

Wählt man ''o = ~ /■ / i ' ^ ergibt sich 

- _ (e/.(e + 1) - A(p +i))( (e + D /ö«? +21^-^* + *» 
^ ' /•;(? + 1) /•,(<•" +2)Y;(p + 8) ' 

usf. 

Ist daher 

fo(9) = (9 - "iX? — a») • • • ((» - «J> 

9 ^((. + 1) - /i(p + !) = ((.- ^o)(9 - A) • • • (C - /»,), 

so erhalt man folgende Lösung der DifTerenzeugleichnng 2.: 

(1) r(ai+l) 

r(a;+ «.+!)■ 

r=l 

1 I 

und n — 1 analoge Lösungen u^\ u^\ . . ., u^\ die zusammen ein 
Fundamentalsystem der Gleichung 2. bilden. 

Schlußbetrachtung : 

Wenn wir die bisherigen Entwickelungen (i. Teily 1. Kap. und 
«9. T6^) noch einmal zusammenfassend überschauen^ so ergibt sich die 
bemerkenswerte Tatsache, daß die von uns betrachteten DifiFerenzen- 
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gleichuQgen im allgemeinen ein Fundamentalsystem von Lösungen 
besitzen^ welche eindeutige transzendente Funktionen mit unendlich 
vielen ^^kongruenten^' Polen und der wesentlich singulären Stelle <x> 
sind.^) Dabei tritt an Stelle des in den Integralen der linearen 
Differentialgleichungen auftretenden vieldeutigen Faktors af {a be- 
liebige Konstante) der eindeutige Faktor —f(^ tzw. p^^ —''-Vyn 

und an Stelle des vieldeutigen log x die eindeutige Funktion ^{x) » 
d . -, s rix) 2) 

Schließlich sei noch einmal ausdrücklich auf die hervorragende 
Bedeutung der aus der Zop^oce sehen Transformation hervorgehenden 

Integrale von der Form / t^~^g)(t)dt für die Lösuug der linearen 



Differenzengleichungen hingewiesen: aus denselben ergibt sich durch 
Entwickelung von (p(t) in eine nach Potenzen von t fortschreitende 
Potenzreihe und gliedweise Integration die Partialbruchreihe, durch 
wiederholte partielle Integration oder auch durch Entwickelung der 
Funktion (p(t) nach Potenzen von l — < und gliedweise Integration 
sowie Anwendung der Etderscheji Formel (10, Kap,, Einleitung, 
Gleichung (6)) die FcJctdtätenreihe und endlich mittels der Binomial- 
entwickelung für ^'"^ = (1 — (1 — ^)*~^ durch gliedweise Integration 
die Binomialreihe] natürlich ist in jedem Falle die Konvergenz der 
betreffenden Reihe zu untersuchen. 



1) Vgl. Barnes, 2. und 8. 

2) Einfachster Fall: Die DifPerentialgleichung 3- b= — y besitzt das Inte- 

et sc X 

oc X -^ et 

gral y = caj", die Differenzengleichung Ayjp = — y^ oder yx+i^—-^-yx^^ 

X X 

Lösung y^ = m., (fi^x+i^^ ^x)\ femer die Differentialgleichung ,== — 

das Integral y s» log o; -f- c, die Differenzengleichung Ai/^ =" — <^i^ Lösung 

X 

^35=« Y(a;) + ö)^. Übrigens verhält sich für große x die Funktion — "^ wie 

caf {c Konstante) und V(a:) wie logo; (vgl. 10. Kap,, 1, B, Ausdruck für ftCx) 
und T{x)). 
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Berichtigangen^ and Ergänzungen: 

Seite 9, Zeile 18 t. o. hinter Anm. 1 einzuschalten: S. 8. 
„ 28, „ 16 y. 0. lies C statt c. 
„ 124, „ 4 V. 0. (Überschrift) lies „Vollständig" statt „Vollständige". 



„ 201, „ 4 V. u. lies "* statt ^ • 



«1 «f 



„ 206, Anm. 1). Der erste Satz soll nach Berücksichtigung der unten folgenden 

Bemerkungen unterdrückt werden. Im zweiten Satze lies H5Ce statt H<^e. 

„ 222, Zeile 9 y. o. vor „kleineren^ ' einzuschalten „dem absoluten Betrage nach". 



Bemerkungen zum Satze yon Poincare (S. 202 ff.). 

1. Um etwaige Komplikationen zu vermeiden; sollen die Grenz- 
werte lim durchweg in dem Sinne genommen werden; daß x von einem 

endlichen Anfangs werte x^ an in ganzzahligen Intervallen wächst: 
X ^ Xq+ V (v — 1, 2, 3, . . .); ebenso ist im Abschnitt D für den Grenz- 
wert lim zu nehmen x = äTq — v (i/ = 1, 2, 3, . . .) . Diese Grenzwerte 

sind es auch lediglich ^ welche in den folgenden Anwendungen vor- 
kommen. 

2. Der Ausdruck ^^zwischen s und - '* (S. 205 ff.) bezieht sich 
nstfirlich auf die Werte von H, bedeutet also: s<iH<i — (ebenso 
S. 206 auf die Werte von | 5 1 ) • 

3. Es ist noch der Fall zu berücksichtigen, daß für beliebig große 
Werte von x die Größe H^s ist, ohne daß beständig H^e bleibt. 
Aus H^s folgt: 

also aus den Gleichungen (10) und (11): 

Y,^,\<\X^\ia\ß\ + Sa+2i)), 
^x+i,>l^„(>!-«a + 2«)). 



Daher ist 
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;P| + A(l + 2.) 



